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Київська державна академiя водного транспорту )

Анотацiя. В статтi вивчаються властивостi функцiї, заданої перетворювачем цифр
зображення аргумента в цифри зображення функцiї, яка є математичною моделлю
руху цiн на цiннi папери, дослiджуються її фрактальнi властивостi.

Abstract. In the paper we study properties of the function defined by transducer from
digits of representation of argument to digits of representation of value of function. This
function is a mathematical model of security price development. Fractal properties of
this function are studied in detail.

1. Вступ

Ринкова цiна товару в широкому смислi (включаючи цiннi папери, валюту то-
що) змiнюється з часом, i цi змiни, як правило, мiстять випадковi складовi. Перша
стохастична модель змiни ринкових цiн була запропонована в дисертацiї Л.Башельє
[L. Bachelier ”Theorie de la speculation”, 1900], в якiй модель цiни як функцiї часу
була визначена як випадковий процес, пiзнiше названий вiнерiвським. Подальшi до-
слiдження статистики функцiонування фондових ринкiв привели до уточнення цiєї
моделi: замiсть значення цiни Ct в момент часу t, t ∈ N , доцiльно моделювати ло-
гарифми цiн logCt, моделлю яких є вiнерiвський процес. При цьому прирiст цiни
∆Ct+1 = Ct+1−Ct (або її логарифму) прийнято вважати випадковою величиною, яка
не залежить вiд значення Ct та всiх попереднiх значень Cτ , τ < t [13].

Властивiсть незалежностi приростiв логарифмiв ринкових цiн, спираючись на ре-
альнi данi, грунтовно дослiдив М.Кендалл. В своїй доповiдi на засiданнi Королiвсько-
го статистичного товариства Великобританiї в 1953 р. вiн описав статистичнi власти-
востi великого обсягу дослiджених ним даних. Намагаючись знайти ритми, тренди
та цикли в цих цiнах, вiн прийшов до висновку, що ”Демон Випадку генерував випад-
ковим чином число ... i додавав його до поточного значення для визначення ... цiни
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в наступний момент”. Багато сучасних дослiдникiв вважає, що ”рiвень апроксимацiї
”броунiвської” моделi не виправдовує покладених на неї сподiвань” [4].

На сьогоднi iснує багато теорiй, якi намагаються адекватно змоделювати функцiо-
нування фiнансового ринку. Однiєю з ”класичних” є теорiя вiдомого американського
фiнансиста Чарльза Доу [5]. Її суть полягає в наступному: Доу вважав, що цiни на ак-
цiї зазнають циклiчних коливань — пiсля тривалого росту наступає тривале падiння,
потiм цей процес знову повторюється. Таким чином, Чарльз Доу дiйшов висновку,
що поводження цiни на акцiї можна прогнозувати, якщо вiдомо напрямок її змiни за
якийсь останнiй перiод.

Наприкiнцi 60-х рокiв на стику математики, фiзики, iнформатики, лiнгвiстики i
бiологiї з’явилась нова математична теорiя, яка дозволяє строго аналiтично описува-
ти i вивчати властивостi процесiв i явищ, що мають складну, навiть хаотичну струк-
туру, тобто теорiя фракталiв. Вона вiдразу привернула увагу фахiвцiв з багатьох га-
лузей науки, насамперед природничих, завдяки можливостi широкого практичного
використання. Як показали дослiдження, геометрiя фракталiв має мiсце не тiльки в
живiй природi, але й у суспiльних процесах. Першим запропонував використовувати
теорiю фракталiв для побудови моделi поводження цiн на акцiї iнший вiдомий амери-
канський фiнансист Ральф Еллiот, який запропонував так звану ”хвильову теорiю”
[5]. Основою теорiї служить так звана ”хвильова дiаграма”, де хвиля — це помiт-
ний цiновий рух. При цьому рух цiн розбивається на п’ять хвиль в напрямку бiльш
сильного тренду, i на три хвилi — в протилежному напрямку. Наприклад, у випадку
зростаючого тренду, розглядається п’ять хвиль при русi цiни вгору i три — при русi
(корекцiї) вниз.

Еллiот помiтив, що кожна з цих хвиль в свою чергу є хвильовою дiаграмою, яка
теж розкладається на складовi бiльш дрiбнi хвилi, i цей процес можна продовжити до
будь-якого бажаного кроку, в результатi отримуються передфрактальнi кривi. Знан-
ня структури хвильової дiаграми у бiльш дрiбному масштабi важливе тому, що учас-
ники фiнансового ринку, знаючи, у якiй частинi дiаграми вони знаходяться, можуть
впевнено продавати цiннi папери, коли починається корективна хвиля, i повиннi ку-
пувати їх, коли починається iмпульсна хвиля. Виходячи з результатiв статистичних
дослiджень, Еллiот запропонував використовувати числову послiдовнiсть Фiбоначчi
для упорядкування прогнозiв у рамках технiчного аналiзу. Вiн вважав, що вiдно-
шення довжин корективних та iмпульсних хвиль є коефiцiєнтами Фiбоначчi, тобто
частками вiд дiлення двох сусiднiх членiв послiдовностi Фiбоначчi.

На сьогоднi теорiя Еллiота широко використовується в фiнансовому аналiзi, ство-
рюються її модифiкацiї та аналоги. Багато дослiджень присвячено методам обчис-
лення та прогнозування довжин зростаючих та корективних хвиль.
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В данiй роботi, використовуючi методи фрактального аналiзу об’єктiв зi складною
локальною будовою, розробленi в роботах Працьовитого М.В. [3, 7, 4], ми побудуємо
i дослiдимо властивостi математичної моделi хвильової дiаграми Еллiота.

2. Математична модель хвильової дiаграми Еллiота руху цiн

Розглянемо графiк хвильової дiаграми в системi координат, яку виберемо таким
чином, щоб початок координат спiвпадав з точкою O, а абсциса точки A1 дорiвню-
вала 1.

Мал.2.
Точки A00, A01, A02, A03, A04, A15, A16, A17 назовемо вершинами першого порядку.

Спроектуємо вершини першого порядку на вiсь (мал. 2). Отримаємо вiсiм вiдрiзкiв,
якi позначимо ∆i, i = 0, 1, ..., 8 i назвемо вiдрiзками першого рангу. Їх довжини
визначаються на основi статистичних даних i задовольняють спiввiдношення:

1.
7∑
i=0

|∆i| = 1;

2.
|∆5|+ |∆6|+ |∆7|

|∆0|+ |∆1|+ |∆2|+ |∆3|+ |∆4|
= q, де q — деяка стала, зокрема часто викори-

стовується значення q =

√
5− 1

2
.

На наступному кроцi кожну зростаючу хвилю розiб’ємо на п’ять хвиль, а кожну
спадну на три. Спроектувавши вершини дiаграми на вiсь абсцис отримаємо вiдрiзки
другого рангу ∆ij, причому

|∆ij| =

{
|∆i|·|∆j |(1+q)

q
, при i = 2k,

|∆i| · |∆j|(1 + q), при i = 2k − 1, k = 0, 1, ...4.
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Продовжимо описану процедуру, розбиваючи кожен з вiдрiзкiв з парною останньою
цифрою номера на 5 вiдрiзкiв, а з непарною цифрою — на три вiрiзки наступного
рангу в тих же спiввiдношеннях, що i на попередньому кроцi.

Розглянемо матрицю

Q =

 q10 q11 q12 q13 q14 q15 q16 q17

q20 q21 q22 q23 q24 0 0 0

0 0 0 0 0 q35 q36 q37

 ,

q1i = |∆i|, i = 0, 1, ..., 7; q2j =
|∆j|(1 + q)

q
, j = 0, 1, 2, 3, 4;

q3k = |∆k|(1 + q), k = 5, 6, 7;
7∑
j=0

qij = 1, i = 1, 2, 3.

Лема 1. Будь-яке число x ∈ [0; 1] можна представити у виглядi:

x = aα1 +
∞∑
k=2

aαk

k−1∏
i=1

qmαi , (1)

де aα1 =

α1−1∑
k=0

q1k, aαk =

αk−1∑
i=0

qmi, m =

{
2, αk = 2n;

3, αk = 2n− 1.

Доведення. Розiб’ємо вiдрiзок [0; 1] на вiсiм вiдрiзкiв першого рангу ∆i, i =

0, 1, ...8, довжини яких визначаються елементами першого рядочка матрицi Q. Ко-
жен вiдрiзок першого рангу з парним номером розiб’ємо на п’ять вiдрiзкiв, довжини
яких визначаються елементами другого рядочка матрицi Q, а кожен вiдрiзок з непар-
ним номером — на три вiдрiзки, довжини яких визначаються елементами третього
рядочка матрицi.

Продовживши цей процес, на k-му кроцi отримаємо вiдрiзки ∆α1...αk , довжини
яких дорiвнюють

|∆α1...αk | =
k∏
i=1

qmαi , де m =

{
2, αk = 2n;

3, αk = 2n− 1.

Очевидно, що:
1) |∆α1...αk | → 0 при k →∞;
2) ∆α1...αkαk+1

⊂ ∆α1...αk .
Отже, маємо систему вкладених вiдрiзкiв, i за аксiомою Кантора можемо зробити

висновок, що iснує єдина точка x, яка належить нескiнченнiй послiдовностi вiдрiзкiв
{∆α1...αk...}.

Нехай точка x = ∆α1...αk.... Тодi iснує α1 вiдрiзкiв першого рангу, α2 вiдрiзкiв дру-
гого рангу (для зростаючої хвилi) i α2 − 5 вiдрiзкiв другого рангу (для корективної
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хвилi), . . . , αk вiдрiзкiв k-го рангу (для iмпульсної хвилi) i αk−5 вiдрiзкiв (для корек-
тивної хвилi), якi лежать лiвiше точки x i мають сумарну довжину aα1 +aαk

∏k
i=1 qmαi .

Тобто для будь-якої точки x з [0; 1] мають мiсце формули (6). �

Зауваження 1. Формули (6) задають аналог Q∗-представлення дiйсних чисел
вiдрiзка [0; 1], введеного в роботах Працьовитого М.В. [3, 7].

Очевидно, що для деяких x iснує по два представлення у формi (6). Це точ-
ки x = ∆α1α2...αk(4) = ∆α1α2...(αk+1)(5), αk ∈ {0; 2; 4; 6} або x = ∆α1α2...αk(7) =

∆α1α2...(αk+1)(0), αk ∈ {1; 3; 5}. Числа, якi мають два представлення, будемо називати
Q-рацiональними. Домовимося використовувати тiльки представлення рацiональних
чисел з перiодом (5) i (0) вiдповiдно.

Розглянемо функцiю

y = f(x) = f(∆α1α2...αk...) = bα1 +
∞∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

qmαi , (2)

де bα1 =

α1−1∑
k=0

(−1)kq1k, bαk =

αk−1∑
i=0

(−1)iqmi, m =

{
2, якщо αk = 2n;

3, якщо αk = 2n− 1.

Дамо геометричну iнтерпретацiю побудови значення функцiї y = f(x) за даним
значенням аргумента x, представленого у формi (6).

Розiб’ємо вiдрiзок [0; c] на вiсiм вiдрiзкiв ∆y
i , i ∈ 0, 7, причому вiдрiзки з парни-

ми номерами будемо вiдкладати в додатному напрямi, а з непарними — у вiд’ємному.
Довжини вiдрiзкiв визначатимемо так: |∆y

i | = cq1i. Враховуючи те, що кожна корек-
тивна хвиля має меншу довжину, нiж попередня iмпульсна, тобто qi+1 < qi, i ∈ 0, 7,
отримаємо ∆y

2k+1 ⊂ ∆y
2k, k ∈ 0, 3.

Очевидно, що f(∆α1α2...αk...) ⊂ ∆y
α1
.

Кожен вiдрiзок з парним номером розiб’ємо на п’ять вiдрiзкiв, довжини яких
визначаються

∣∣∆y
ij

∣∣ = cq2j i ∈ {0; 2; 4; 6}. Кожен вiдрiзок з непарним номером розiб’є-
мо на три вiдрiзки, довжини яких визначаються

∣∣∆y
ij

∣∣ = cq3j, i ∈ {1; 3; 5; 7}. Про-
довживши цей процес, на k-му кроцi отримаємо вiдрiзки ∆y

α1...αk
, довжини яких∣∣∆y

α1...αk

∣∣ =
k∏
i=1

qmαi , де m =

{
2, якщо αk = 2n;

3, якщо αk = 2n− 1.

Очевидно, що f(∆α1α2...αk...) ⊂ ∆y
α1...αk

i при k → ∞,
∣∣∆y

α1...αk

∣∣ → 0; ∆y
α1...αk

⊃
∆y
α1...αkαk+1

.
Отже, ми побудували систему вкладених вiдрiзкiв, i за аксiомою Кантора можемо

зробити висновок, що iснує єдина точка, яка належить нескiнченнiй послiдовностi
вiдрiзкiв ∆y

α1...αk...
, а саме: y = f(x) = f(∆α1α2...αk...).
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Зауваження 2. Абсциси вершин хвильової дiаграми є Q-рацiональними точ-
ками вiдрiзка [0; 1], а ординати її вершин — це значення функцiї y = f(x) в цих
точках. Зрозумiло, що сама хвильова дiаграма (крива Γ) є замиканням множини
своїх вершин.

З леми 1, означення функцiї y = f(x) (2) та попереднього зауваження випливають
наступнi твердження.

Теорема 1. Координати вершин хвильової дiаграми n-го порядку обчислюються
за формулами:

x = aα1 +
n∑
k=2

aαk

k−1∏
i=1

qmαi , де aα1 =

α1−1∑
k=0

q1k, aαk =

αk−1∑
i=0

qmi,

y = bα1 +
n∑
k=2

bαk

k−1∏
i=1

qαmi , де bα1 =

α1−1∑
k=0

(−1)kq1k, bαk =

αk−1∑
i=0

(−1)iqmi,

m =

{
2, якщо αk = 2n;

3, якщо αk = 2n− 1.

Теорема 2. Хвильова дiаграма росту цiн Γ аналiтично задається формулами
(2) та (6).

Зауваження 3. Функцiя y = f(x), визначена формулами (2), є перетворювачем
цифр Q∗-зображення аргумента в цифри Q̃-зображення функцiї [3, 7].

3. Фрактальнi властивостi графiка хвильової дiаграми

Теорема 3. Множина Γ є фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якого
можна знайти з спiввiдношення

α0(Γ) = max {α1, α2} , (3)

де α1 — додатне число, яке є розв’язком рiвняння

qα20 + qα22 + qα24 + qα36 = 1, (4)

а α2 — додатне число, яке є розв’язком рiвняння

qα21 + qα23 + qα35 + qα37 = 1. (5)

Доведення. Оскiльки множина Γ є генетично самоподiбню [4] з коефiцiєнтами
подiбностi, що визначаються елементами матрицi Q, то її самоподiбна розмiрнiсть
(яка спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича) знаходиться з рiвнянь (3)-(5).

�
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Наслiдок 1. При q =

√
5− 1

2
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича графiка хви-

льової дiаграми α0(Γ) ≈ 1, 032.

4. Непрервнiсть та нiде не диференцiйовнiсть функцiї y = f(x)

Теорема 4. Функцiя y = f(x), визначена рiвностями (2), неперервна на вiдрiзку
[0; 1].

Доведення. Покажемо, що lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) = f(x0) для довiльної точки

x0 ∈ (0; 1).
Розглянемо два випадки:
1) зображення x0 у виглядi (6) мiстить перiод (0), (4), (5) або (7);
2) зображення x0 у виглядi (6) не мiстить вказаних перiодiв.
1) Розглянемо точку x0 = ∆α1...αm(4) = ∆α1...(αm+1)(5), причому αm — парне. Побу-

дуємо послiдовностi xn = ∆α1...αm 4...4︸︷︷︸
n

(0) i x
′
n = ∆α1...(αm+1) 5...5︸︷︷︸

n

(0).

Покажемо, що |f(xn)− f(x0) | → 0, при n→∞.
Розглянемо модуль рiзницi:

|f(xn)− f(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+n

bαk(xn)

k−1∏
i=1

qmi −
∞∑

k=m+n

bαk(x0)

k−1∏
i=1

q2i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=m+n

b4

k−1∏
i=1

q2i

∣∣∣∣∣ ,
причому αk(x0) = 4 i b4 =

3∑
k=0

q2k = q20 − q21 + q22 − q23.

Позначимо q∗ = max
i
{q2i}. Тодi b4 ≤ 4q∗,

k−1∏
i=1

q2i ≤ (q∗)k−1 i

|f(xn)− f(x0) | ≤
∞∑

k=m+n+1

4q∗(q∗)k−1 ≤

≤
∞∑

k=m+n+1

4(q∗)k =4((q∗)m+n+1 + (q∗)m+n+2 + (q∗)m+n+j + ...) =

= 4
(q∗)m+n+1

1− q∗
→ 0,

при n→∞, оскiльки q∗ < 1.
Отже, ми показали, що в цьому випадку lim

x→x0−
f(x) = f(x0).

Аналогiчно, розглянувши послiдовнiсть x′n = ∆α1...(αm+1) 5...5︸︷︷︸
n

(0), можна показати,

що в цьому випадку lim
x→x0+

f(x) = f(x0).
Якщо αm — непарне, то розглянемо послiдовностi x0 = ∆α1...αm(7) = ∆α1...(αm+1)(0)

i аналогiчними мiркуваннями отримаємо: lim
x→x0−

f(x) = f(x0) i lim
x→x0+

f(x) = f(x0).
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Виходячи з того, що lim
x→x0−

f(x) = f(x0) i lim
x→x0+

f(x) = f(x0), можна стверджувати,

що задана функцiя неперервна у всiх точках x ∈ (0; 1), зображення яких у виглядi
(6) мiстить перiод (0), (4), (5) або (7).

Мiркуваннями, аналогiчними до попереднiх легко показати, що в точках 0 i 1
функцiя неперервна вiдповiдно зправа i злiва.

2. Аналогiчно, розглянувши послiдовностi xn = ∆α1...(αn+1)(5) i x′n = ∆α1...αn(4), до-
водимо неперервнiсть функцiї y = f (x) в довiльнiй точцi x0 = ∆α1...αn..., зображення
якої у виглядi (6) не мiстить перiод (0), (4), (5) або (7). �

Теорема 5. Функцiя y = f (x), визначена рiвностями (2), є нiде не диференцiй-
овною на [0; 1] .

Доведення. Розглянемо точку x0 = ∆α1...αn.... Побудуємо послiдовностi xn =

∆α1...αk(4) i x
/
n = ∆α1...(αk+1)(5), при цьому будемо вважати, що αk — парне.

1. Розглянемо послiдовнiсть xn = ∆α1...αk(4). Очевидно, що xn < x0.

∆x = x0 − xn =
∞∑

k=n+1

a4

k−1∏
i=1

q2i −
∞∑

k=n+1

aαk

k−1∏
i=1

qmi.

Позначимо q∗ = min
i
{qmi}, q∗∗ = max

i
{q2i}, a∗ = min

αk∈{0;...;7}
{aαk}. Тодi

k−1∏
i=1

q2i ≤ (q∗∗)k,
k−1∏
i=1

qmi ≥ (q∗)k

i

x0 − xn ≤ a4

∞∑
k=n+1

(q∗∗)k − a∗
∞∑

k=n+1

(q∗)k = a4
(q∗∗)n

1− q∗∗
− a∗ (q∗)n

1− q∗
.

Легко бачити, що ∆x = x0 − xn → 0, при n→∞, оскiльки (q∗∗)n

1−q∗∗ → 0 i (q∗)n

1−q∗ → 0.

Також очевидно, що yn < y0. ∆y = yn − y0 =
∞∑

k=n+1

b4

k−1∏
i=1

qi2 −
∞∑

k=n+1

bαk
k−1∏
i=1

qim.

Позначимо b∗ = min
αk∈{0;...;7}

{bαk}. Тодi ∆y ≤ b4
(q∗∗)n

1− q∗∗
− b∗ (q∗)n

1− q∗
.

Легко бачити, що ∆y = y0−yn → 0, при n→∞, оскiльки
(q∗∗)n

1− q∗∗
→ 0 i

(q∗)n

1− q∗
→ 0.

Розглянемо вiдношення
∆y

∆x
:

0 ≤ ∆y

∆x
=
b4

(q∗∗)n

1−q∗∗ − b
∗ (q∗)n

1−q∗

a4
(q∗∗)n

1−q∗∗ − a∗
(q∗)n

1−q∗
≤
b4

(q∗∗)n

1−q∗∗

a4
(q∗∗)n

1−q∗∗

(
b4

a4

> 0

)
.

2. Розглянемо x/n = ∆α1...(αk+1)(5). Очевидно, що xn > x0.
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Аналогiчно можна показати, що в цьому випадку вiдношення
∆y

∆x
вiд’ємне. Зна-

чить, lim
x→x−0

∆y

∆x
6= lim

x→x+
0

∆y

∆x
. Отже, дана функцiя нiде не диференцiйовна.

�
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