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Про асимптотичне розвинення розв’язкiв
сингулярно збурених систем

диференцiальних рiвнянь другого порядку
з виродженням у точцi

М. I. Шкiль
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Запропоновано метод побудови локальних асимптотичних формул для
розв’язкiв системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку у випадку,
коли виродження настає в однiй точцi.

Abstract. We propose the method of construction of local asymptotic formulae for
solutions of system of linear differential equations of second order in the case if degeneracy
is in a single point.

1. Дослiдженню сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь, в тому
числi i рiвнянь другого порядку, присвячено багато робiт. Їх бiблiографiю можемо
знайти в монографiї [1]. Останнiм часом все бiльше з’являються роботи, у яких до-
слiджуються системи диференцiальних рiвнянь з виродженою матрицею при похiд-
нiй. Такi системи вивчаються, наприклад, в монографiї [2]. Однак, в данiй монографiї
i рядi робiт iнших авторiв розглянуто випадок, коли матриця при похiднiй є вирод-
женою на всьому промiжку змiни незалежної змiнної. У цьому разi вихiдна лiнiйна
система диференцiальних рiвнянь розкладається на двi пiдсистеми, одна з яких є
алгебраїчною, а друга — диференцiальною. У кiнцевому результатi приходимо до
сингулярно збуреної диференцiальної системи з меншим числом рiвнянь.

Якщо виродженiсть настає в однiй чи кiлькох iзольованих точок, то наведенi вище
результати не можуть бути застосованими.

В роботi [3] для сингулярно збурених лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь
першого порядку запропоновано метод побудови локальних асимптотичних формул
для розв’язкiв у випадку, коли виродження настає в однiй точцi.

В данiй роботi метод [3] узагальнюється на системи лiнiйних диференцiальних
рiвнянь другого порядку.
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2. Розглянемо задачу Кошi:

ε2E(t)
d2x

dt2
= εA(t, ε)

dx

dt
+B(t, ε)x+ εf(t, ε), (1)

x(0, ε) = x0, x′(0, ε) = x′0, (2)

де x = x(t, ε), f(tε), x0, x′0 — n-вимiрнi вектори, A(t, ε), B(t, ε) — (n × n)-матрицi,
E(t) — дiагональна (n× n)-матриця вигляду:

E(t) =

1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n

, tP1 , tP2 , ..., tPr︸ ︷︷ ︸
r

 , (3)

Pi > 0 (i = 1, r) — рацiональнi числа, ε (0 ≤ ε ≤ ε0) — малий параметр. Матриця
E(t), як це випливає з (3) в точцi t = 0 стає виродженою.

Накладемо умови:
1o) Матрицi A(t, ε), B(t, ε), C(t, ε) i вектор f(t, ε) в областi D(0 ≤ t ≤ L, 0 ≤ ε ≤

ε0) є неперервними;
2o) iснують скiнченнi границi:

lim
t→0
(t>0)

(E−1(t)A(t, ε)) = A(ε),

lim
t→0
(t>0)

(E−1(t)B(t, ε)) = B(ε) 6= O, (4)

lim
t→0
(t>0)

(E−1(t)f(t, ε)) = f(ε),

де E−1(t) — обернена матриця до матрицi E(t) (при t > 0 E−1(t) iснує), O — нульова
матриця.

При t > 0 t ∈ (0;L]) систему (1) можна записати у виглядi

ε2d
2x

dt2
= εÃ(t, ε)

dx

dt
+ B̃(t, ε)x+ εf̃(t, ε), (5)

де
Ã(t, ε) = E−1(t)A(t, ε),

B̃(t, ε) = E−1(t)B(t, ε), (6)

f̃(t, ε) = E−1(t)f(t, ε).

Згiдно умов (4) та принципу неперервностi [4], iснує окiл точки t = 0 (0 ≤ t ≤ δ,
δ = δ(ε) > 0) такий, що ∀t ∈ [0; δ(ε)] вiрними є рiвностi:

Ã(t, ε) = A(ε) + Ω(t, ε),

B̃(t, ε) = B(ε) + Γ(t, ε), (7)

f̃(t, ε) = f(ε) + γ(t, ε).
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причому мають мiсце наступнi оцiнки:

||Ω(t, ε)|| ≤ εαb, ||Γ(t, ε)|| ≤ εαb, ||γ(t, ε)|| ≤ εαb (8)

де α ≥ 1 — довiльне дiйсне число, b > 0 — дiйсне число, яке не залежить вiд ε.
Тодi внаслiдок (7) систему (5) можна записати у такому виглядi:

ε2d
2x

dt2
= εA(ε)

dx

dt
+B(ε)x+ εf(ε) + εΩ(t, ε)

dx

dt
+ Γ(t, ε)x+ εβ(t, ε). (9)

Вiд системи (9) перейдемо до системи 2n диференцiальних рiвнянь, ввiвши на-
ступнi позначення:

x = y1, ε
dx

dt
= y2. (10)

Матимемо
ε
dy

dt
= Ay + εF + Φ(t, ε)y + εR(t, ε), (11)

де y, F , R(t, ε) — 2n-вимiрнi вектори

y =

[
x

εdx
dt

]
, F =

[
0

f(ε)

]
, R(t, ε) =

[
0

β(t, ε)

]
,

0 — нульовий n-вимiрний вектор; A, Φ(t, ε) — (2n× 2n) матрицi вигляду:

A =

∥∥∥∥∥ 0 En

B(ε) A(ε)

∥∥∥∥∥ , Φ(t, ε) =

∥∥∥∥∥ 0 0

Γ(t, ε) Ω(t, ε)

∥∥∥∥∥ , (12)

En — одинична матриця розмiрiв (n× n), 0 — нульова матриця розмiрiв (n× n).
Надалi дослiджуватимемо систему диференцiальних рiвнянь (11). З цiєю метою

розглянемо однорiдну матричну систему:

ε
dY

dt
= AY (13)

iз сталими коефiцiєнтами. Рiвняння (13) має нормальну фундаментальну систему
розв’язкiв

Y = exp

(
1

ε
At

)
. (14)

Тодi пiдстановка
y = Y z (15)

зводить систему диференцiальних рiвнянь (11) до еквiвалентної системи iнтеграль-
них рiвнянь

y = exp

(
1

ε
At

)
y0 +

1

ε

t∫
0

exp

(
1

ε
A(t− t1)Φ(t1, ε)y(t1, ε)dt1

)
+ (16)

+

t∫
0

exp

(
1

ε
A(t− t1)

)
dt1F +

1

ε

t∫
0

exp

(
1

ε
A(t− t1)R(t1, ε)

)
dt1,
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де

Y0 =

[
x0

εx′0

]
. (17)

Далi припускатимемо виконання умови:
3o) характеристичнi числа матрицi A простi i їх дiйснi частини недодатнi. Тодi

iснують числа c1 > 0, c2 > 0 i c3 > 0, якi не залежать вiд ε i такi, що для ∀t, t1 ∈ [0; δ]

i ε ∈ (0; ε1], 0 < ε0 ≤ ε1 мають мiсце оцiнки:∥∥∥∥exp

(
1

ε
At

)∥∥∥∥ ≤ c1,∥∥∥∥exp

(
1

ε
A(t− t1)Φ(t1, ε)

)∥∥∥∥ ≤ c2ε
α, (18)∥∥∥∥exp

(
1

ε
A(t− t1)R(t1, ε)

)∥∥∥∥ ≤ c3ε
α.

Тому iз спiввiдношення (17) отримуємо оцiнку:

||y|| ≤ c2ε
α−1

t∫
0

y(t1, ε)dt+ c3, 0 ≤ t ≤ δ ≤ L, (19)

де
c3 = c1||y0||+ c2||F ||δ. (20)

Застосовуючи до нерiвностi (19) вiдому лему Беллмана [7], отримуємо

||y(t, ε)|| ≤ c3eε
α−1
0 c2L. (21)

Отже, розв’язок y(t, ε) системи (11) з початковою умовою y(0, ε) = y0 є обмеженим
для будь-яких t ∈ [0; δ], 0 < δ ≤ L, ε ∈ (0; ε1], 0 < ε1 ≤ ε0. Тому враховуючи (17),
отриманi вище результати, можна сформулювати у виглядi теореми.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1o)-3o), то iснує вiдрiзок [0; δ] ⊂ [0;L]

(δ = δ(ε) > 0) — число, яке визначається спiввiдношеннями (4)) такий, що для
будь-яких t ∈ [0; δ] i ε ∈ (0; ε1), 0 < ε1 ≤ ε0, розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь (11) можна зобразити у виглядi асимптотичної формули:

y(t, ε) =

(
exp

(
1

ε
At

)
+O(eα−1)

)
y0 +

t∫
0

exp

(
1

ε
A(t− t1)

)
dt1F. (22)

3. Наведемо приклади.
Приклад 1. Розглянемо випадок, коли в системi (1) E(t) є скалярною матрицю

E(t) = tpEn, (23)
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En — одинична матриця, p ≥ 1 — натуральне число, i нехай матрицi A(t, ε), B(t, ε)

i вектор f(t, ε) в околi точки t = 0 мають неперервнi похiднi по t до порядку p + 1

включно i похiднi в точцi t = 0 задовольняють умовам:

A(0, ε) = A′(0, ε) = ... = A(p−1)(0, ε) = 0; A(p)(0, ε) 6= 0,

B(0, ε) = B′(0, ε) = ... = B(p−1)(0, ε) = 0; B(p)(0, ε) 6= 0, (24)

f(0, ε) = f ′(0, ε) = ... = f (p−1)(0, ε) = 0; f (p)(0, ε) 6= 0,

В цьому випадку границi (4) iснують i дорiвнюють:

A(ε) =
1

p!
A(p)(0, ε),

B(ε) =
1

p!
B(p)(0, ε), (25)

f(ε) =
1

p!
f (p)(0, ε),

Тодi асимптотична формула (22) залишається вiрною i для цього випадку, у якiй
матриця A i вектор F мають вигляд:

A =

∥∥∥∥∥ 0 En
1
p!
B(p)(0, ε) 1

p!
A(p)(0, ε)

∥∥∥∥∥ , F =

[
0

1
p!
f (p)(0, ε)

]
. (26)

Зауваження. Асимптотична формула (22) є локальною: вiрною в околi 0 ≤ t ≤ δ

точки t = 0. Однак, якщо матрицi A(t, ε), B(t, ε) i вектор f(t, ε) на вiдрiзку 0 ≤ t ≤ L

мають неперервнi похiднi до порядку m + 1 (m ≥ p) включно i виконуються умови
(24), то за принципом неперервностi [4], в деякому разi, поклавши при t = 0

A(t, ε)t−p =
1

p!
A(p)(0, ε),

B(t, ε)t−p =
1

p!
B(p)(0, ε), (27)

f(t, ε)t−p =
1

p!
f (p)(0, ε),

i використавши метод роботи [6], у розглядуваному випадку для розв’язку систе-
ми диференцiальних рiвнянь (1) можна отримати асимптотичну формулу на всьому
вiдрiзку [0;L].

Проведемо дане дослiдження на прикладi.
Приклад 2. Розглянемо задачу Кошi для скалярного рiвняння:

ε2tp
d2x

dt2
= εa(t, ε)

dx

dt
+ b(t, ε)x (28)

i початковi умови:
x(0, ε) = x0, x′(0, ε) = x′0, (29)

p ≥ 1 — натуральне число, ε > 0 — малий параметр.
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Нехай виконуються умови:
а) функцiї a(t, ε), b(t, ε) — нескiнченне число раз диференцiйовнi по t на вiдрiзку

0 ≤ t ≤ L i мають розвинення:

a(t, ε) =
∞∑
s=0

εsas(t), b(t, ε) =
∞∑
s=0

bs(t); (30)

б)
a(0, ε) = a′(0, ε) = ... = a(p−1)(0, ε) = 0; a(p)(0, ε) 6= 0, (31)

b(0, ε) = b′(0, ε) = ... = b(p−1)(0, ε) = 0; b(p)(0, ε) 6= 0,

Тодi рiвняння (28) за допомогою пiдстановок

x = y1, εx′ = y2

можна записати у виглядi системи

ε
dy

dt
= A(t, ε)y,

у якiй

y =

[
y1

y2

]
, A(t, ε) =

∥∥∥∥∥ 0 1

a(t, ε)t−p b(t, ε)t−p

∥∥∥∥∥ . (32)

Згiдно умов б) вiрними при t > 0 є рiвностi:

a(t, ε)t−p =
1

p!
a(p)(0, ε) +

t

(p+ 1)!
a(p+1)(0, ε) +

t2

(p+ 2)!
a(p+2)(0, ε) + ..., (33)

b(t, ε)t−p =
1

p!
b(p)(0, ε) +

t

(p+ 1)!
b(p+1)(0, ε) +

t2

(p+ 2)!
b(p+2)(0, ε) + ... .

Переходячи в рiвностях (33) до границi при t→ 0, отримуємо

lim
t→0

(
a(t, ε)t−p

)
=

1

p!
a(p)(0, ε), (34)

lim
t→0

(
b(t, ε)t−p

)
=

1

p!
b(p)(0, ε),

Тому матриця A в рiвностях (12) набирає вигляду

A =

∥∥∥∥∥ 0 1
1
p!
a(p)(0, ε) 1

p!
b(p)(0, ε)

∥∥∥∥∥ . (35)

I якщо матриця A задовольняє умову 3o), то згiдно теореми для розв’язку системи
(33) отримаємо асимптотичну формулу

y = exp

((
1

ε
At

)
+O(εα−1)

)
y0,

яка є вiрною для ∀t ∈ [0, δ] i ∀ε ∈ (0; ε1) (ε1 ≤ ε0).
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Щоб отримати асимптотику на всьому вiдрiзку [0;L], потрiбно матрицю (32) роз-
винути в ряд за степенями параметра ε:

A(t, ε) = A0(t) + εA1(t) + ... (36)

i до отриманої таким чином системи застосувати методи роботи [6]. Данi методи в
тiснiй мiрi залежать вiд поведiнки коренiв характеристичного рiвняння

det ||A0(t)− λEn|| = 0.

Так, якщо коренi λi(t) (i = 1, n) простi на вiдрiзку [0;L], то згiдно [6] система дифе-
ренцiальних рiвнянь (33) з початковою умовою y(0, ε) = y0 має розв’язок, для якого
∀t ∈ [0;L] i ∀ε ∈ (0; ε0] вiрною є асимптотична формула:

y =

Um(t, ε) exp

1

ε

t∫
0

Λm(t1, ε)dt1

+O(εm)

 y0, (37)

де

Um(t, ε) =
m∑
s=0

εsUs(t), (38)

Λm(t, ε) =
m∑
s=0

εsΛs(t).

Метод побудови матриць Us(t), Λs(t) наведений в [6].
В [6] дослiджуються також випадки кратних коренiв характеристичного рiвняння

(37).

4. Отриманi вище результати можна узагальнити на системи диференцiальних
рiвнянь бiльш загального вигляду. Розглянемо систему вигляду

ε2D(t)
d2x

dt2
= εA(t, ε)

dx

dt
+B(t, ε)x+ εf(t, ε), x(0, ε) = x0, x′(0, ε) = x′0, (39)

де x, A(t, ε), B(t, ε) — задовольняють умову 1o), а матриця D(t) стає особливою в
однiй внутрiшнiй точцi t = c ∈ (0;L), тобто рiвняння

detD(t) = 0

має лише один iзольований корiнь x = c.
Припускатимемо, що iснують скiнченнi границi

lim
t→c
(t>c)

(D−1(t)A(t, ε)) = Ã(ε) 6= 0,

lim
t→c
(t>c)

(D−1(t)B(t, ε)) = B̃(ε) 6= 0, (40)

lim
t→c
(t>c)

(D−1(t)f(t, ε)) = f̃(ε) 6= 0,
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де D−1(t) — обернена матриця до D(t) (D−1(t) iснує при t ∈ (0;L)).
Тодi, як наслiдок, iз теореми 1 випливає наступна теорема.

Теорема 2. Якщо виконуються умови 1o), 3o), (40), то iснує окiл [c, c + δ′],
(0 < δ′ < L−c) точки c, що для ∀t ∈ [c, c+δ′] правильною є асимптотична формула
(22), у якiй матрицю A i вектор F потрiбно замiнити вiдповiдно на матрицю Ã i
вектор F̃ :

Ã =

∥∥∥∥∥ 0 En

B̃(ε) Ã(ε)

∥∥∥∥∥ , F̃ =

[
0

f̃(ε)

]
,

(в умовi 3o) матрицю A замiнити на матрицю Ã).

Лiтература

[1] Фещенко С.Ф., Шкиль Н.И., Николенко Л.Д. Асимптотические методы дифференциальных
уравнений. — Київ: Наукова думка, 1996. — 250 с.

[2] Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з вирод-
женнями. — Київ: Вища школа, 2000. — 294 с.

[3] Шкiль М.I. Про локальнi асимптотичнi розвинення розв’язкiв сингулярно збурених систем ди-
ференцiальних рiвнянь з виродженням у точцi // Нелiнiйнi коливання. — 2009, т. 12, № 2. — С.
279-285.

[4] Фихтенгольц Г.И. Основы математического анализа: В 3 т. — М.: Гостехтеориздат, 1956. т.1. —
215 с.

[5] Беллман Ф. Теория устойчивости решений дифференциальных уравнений. — М.: Изд-во иностр.
лит., 1954. — 215 с.

[6] Шкiль М.I. Асимптотичнi методи в диференцiальних рiвняннях. — Київ: Вища школа, 1971. —
225 с.

[7] Беллман Р. Теория устойчивости решений дифференциальных уравнений. — М.: Иност. лит.,
1954. — 215 с.




