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Еквiвалентне означення та властивостi
сингулярної функцiї Мiнковського

А. В. Калашнiков
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. В данiй роботi знайдено еквiвалентне означення та новi властивостi вi-
домої з 1911 року строго зростаючої сингулярної функцiї (функцiї Мiнковського)

G(x) =
∞∑
k=1

(−1)k−121−(a1+...+ak),

де ak(x) – k -тий елемент елементарного ланцюгового зображення числа x, як непе-
рервного розв’язку системи двох функцiональних рiвнянь.

Abstract. In this work is found an equivalent definition and new properties known
since 1911 strictly increasing and singular function (function of Minkowski)

G(x) =
∞∑
k=1

(−1)k−121−(a1+...+ak),

where ak(x) – k - element of the elementary chain images of the number x as continuous
decision of system of two functional equations.

1. Вступ

Одним з перших прикладiв строго зростаючої сингулярної функцiї є функцiя,
яка дослiджувалась в 1911 роцi Мiнковським [1]. Вона пов’язана з елементарними
ланцюговими дробами [7] i поняттям медiанти двох звичайних нескоротних дробiв. З
означенням та деякими властивостями функцiї Мiнковського можна ознайомитись в
[2, 3]. Ця функцiя фiгурувала також в дослiдженнях iнших авторiв [7, 4, 5]. Пiдви-
щена увага до сингулярних функцiй в останнi десятилiття, їх тiсний зв’язок з фрак-
талами породжують природнiй iнтерес до розвитку як їх загальної, так i iндивiду-
альної теорiй. Сьогоднi класичнi приклади сингулярних функцiй є платформою для
розробки нової метадологiї їх дослiдження. У першу чергу, актуальним є питання
про їх "самоподiбнi" та "самоафiннi" властивостi, якi тiсно пов’язанi з функцiональ-
ними тотожностями. Саме з цiєю метою ми повертаємось до функцiї Мiнковського,
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прагнучи знайти еквiвалентне означення цiєї функцiї в термiнах функцiональних
спiввiдношень та вивчити її внутрiшньоструктурну подiбнiсть.

2. Означення функцiї Мiнковського G(x)

Перш нiж означити функцiю Мiнковського G(x), яка пов’язана з ланцюговими
(неперервними) дробами, нагадаємо деякi необхiднi вiдомостi з теорiї елементарних
ланцюгових дробiв.

Елементарним ланцюговим дробом називається вираз виду

a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...

, (1)

де a0 – цiле число, a1, a2, a3, ... – натуральнi числа, що називаються елементами да-
ного ланцюгового дробу, який в короткiй формi записується як [a0; a1, a2, ..., an] або
[a0; a1, a2, ..., an, ...] в залежностi вiд того, скiнченним чи нескiнченним є ланцюговий
дрiб.

Будь-яке дiйсне число представляється у виглядi ланцюгового дробу, причому
рацiональне – у скiнченному виглядi, а iррацiональне – у нескiнченному виглядi.
При умовi, що останнiй елемент кожного скiнченного дробу вiдмiнний вiд одиницi,
таке представлення єдине.

Дрiб
Pk
Qk

= [a0; a1, a2, ..., ak], називається пiдхiдним дробом k-го порядку ланцю-

гового дробу (1). Чисельник i знаменник пiдхiдного дробу зв’язанi рекурентними
формулами:

Pk+1 = ak+1Pk + Pk−1, Qk+1 = akQk +Qk−1, k > 1, P0 = q0, Q0 = 1.

Медiантою двох дробiв
a

b
i
c

d
з додатними знамениками називається дрiб

a+ c

b+ d
.

Якщо припустити, що
a

b
6
c

d
, то bc− ad > 0, отже,

a+ c

b+ d
− a

b
=
bc− ad
b(b+ d)

> 0,
a+ c

b+ d
− c

d
=
ad− bc
b(b+ d)

6 0,

тобто медiанта двох дробiв завжди лежить мiж ними.
На першому кроцi, означимо функцiю G (·), в точках 0 i 1:

G(0) = G

(
0

1

)
= 0,

G(1) = G

(
1

1

)
= 1.
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На другому кроцi означимо функцiю для медiанти дробiв
0

1
i

1

1
, тобто для

1

2
, як

середнє арифметичне мiж G

(
0

1

)
i G
(

1

1

)
:

G

(
1

2

)
= G

(
0 + 1

1 + 1

)
=
G
(

0
1

)
+G

(
1
1

)
2

=
1

2
.

Аналогiчно, на третьому кроцi

G

(
0 + 1

1 + 2

)
= G

(
1

3

)
=
G
(

0
1

)
+G

(
1
2

)
2

=
1

4
,

G

(
1 + 1

2 + 1

)
= G

(
2

3

)
=
G
(

1
2

)
+G

(
1
1

)
2

=
3

4
.

В загальному випадку, слiдуючи вказаному принципу, визначаємо спочатку
G
(a
b

)
i G

( c
d

)
для двох послiдовних нескоротних дробiв

a

b
i
c

d
, якi виникають в

послiдовнiстi медiант, а потiм значення функцiї G(x) для медiанти цих дробiв:

G
(
a
b

)
+G

(
c
d

)
2

= G

(
a+ c

b+ d

)
.

За n крокiв означимо функцiю G(x) для 2n + 1 значень x. Легко бачити, що орди-

нати, що вiдповiдають цим значенням аргумента, мають вигляд
k

2n
, k = 0, 1, ..., 2n.

За нескiнченну кiлькiсть крокiв ми означимо G(x) на нескiнченнiй всюди щiльнiй
множинi точок з [0, 1]. Для всiх iнших значень x функцiя G(x) доозначується за
неперервностю.

Функцiя Мiнковського має [1] наступний аналiтичний вираз

G (x) = 21−a1−21−(a1+a2) + ...+(−1)n−1 21−(a1+...+an) + ... =
∞∑
k=1

(−1)k−121−(a1+...+ak), (2)

де ak = ak(x) – k -тий елемент в зображеннi аргумента x елементарним ланцюговим
дробом.

3. Властивостi функцiї Мiнковського

Лема 1. Для функцiї Мiнковського G(x) виконується рiвнiсть

G(1− x) = 1−G(x) (3)

для довiльного x ∈ [0, 1].

Доведення. Оскiльки 1 − 1

a1 + v
=

1

1 + 1
a1−1+v

, то [0; 1, a1 − 1, a2, a3, ...] = 1 −

[0; a1, a2, a3, ...] = 1− x, ввраховуючи це i рiвнiсть (2), маємо

1−G (x) = 21−1 − 21−a1 + 21−(a1+a2) − ...− (−1)n−1 21−(a1+...+an) + ... =
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= G([0; 1, a1 − 1, a2, a3, ...]).

Тому має мiсце рiвнiсть (3). �

Лема 2. Якщо G(x) – функцiя Мiнковського, то для довiльного x ∈ [0, 1] мають
мiсце наступнi рiвностi

G

(
x

1 + x

)
=

1

2
·G(x), (4)

G

(
1

2− x

)
=

1 +G(x)

2
. (5)

Доведення. Очевидно, що рiвнiсть (4) виконується при x = 0 та x = 1. Якщо
x ∈ (0, 1) i x = [0; a1, ..., ak, ...], то

x

1 + x
= [0; a1 + 1, ..., ak, ...] i згiдно з (2)

G

(
x

1 + x

)
= 2−a1 − 2−1·(a1+a2) + ...+ (−1)n−1 2−1·(a1+...+an) + ... =

= 2 ·
[
21−a1 − 21−(a1+a2) + ...+ (−1)n−1 21−(a1+...+an) + ...

]
= 2 ·G(x).

Рiвнiсть (4) доведено.
Алгебраїчнi перетворення з використанням рiвностей (4) i (3) приводять до

G

(
1

2− x

)
= G

(
1− 1− x

2− x

)
= G

(
1− 1− x

1 + 1− x

)
=

= 1−G
(

1− x
1 + 1− x

)
= 1− G(1− x)

2
= 1− 1−G(x)

2
=

1 +G(x)

2
.

Лему доведено. �

4. Еквiвалентне означення функцiї Мiнковського

Лема 3. Функцiя f , яка визначена на [0, 1] i задовольняє систему функцiональ-
них рiвнянь  f

(
x

1 + x

)
=

1

2
f(x),

f (1− x) = 1− f(x).

(6)

в рацiональних точках вiдрiзка [0, 1] виражається{
f(0) = 0,

f(x) = 21−a1 − 21−(a1+a2) + ...+ (−1)n−1 21−(a1+...+an).
(7)

де ak(x) – k -тий елемент елементарного ланцюгового зображення числа x.
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Доведення. З першого рiвняння системи (6) отримаємо, що f(0) = 0, а з дру-
гого – f(1) = 1.

Нехай x – рацiональне число з (0, 1], яке записується у виглядi ланцюгового дробу
x = [0; a1, a2..., an]. Оскiльки для m ∈ R\{0, 1} виконується

1

m
=

1
m−1

1 + 1
m−1

, (8)

i функцiя f задовольняє перше рiвняння системи (6), то

f(x) = f

(
1

a1 + u1

)
= f

(
1

a1−1+u1

1 + 1
a1−1+u1

)
=

1

2
f

(
1

a1 − 1 + u1

)
,

де u1 = [0; a2..., an]. Дiючи аналогiчно, отримаємо

f(x) =
1

22
f

(
1

a1 − 2 + u1

)
= ... =

1

2a1−1
f

(
1

1 + u1

)
.

Враховуючи
1

1 + u1

= 1 − u1

1 + u1

i другу рiвнiсть системи функцiональних рiвнянь

(6), отримаємо

f

(
1

1 + u1

)
= f

(
1− u1

1 + u1

)
= 1− f

(
u1

1 + u1

)
= 1− 1

2
f(u1),

а отже,

f(x) =
1

2a1−1

(
1− 1

2
f(u1)

)
.

Аналогiчно,

f(u1) =
1

a2 + u2

=
1

2a2−1

(
1− 1

2
f(u2)

)
,

де u2 = [0; a3..., an]. Тодi

f(x) =
1

2a1−1

(
1− 1

2a2

(
1− 1

2
f(u2)

))
= 21−a1 − 21−(a1+a2) +

1

2a1+a2
f(u2).

Продовжуючи далi, за n крокiв отримаємо

f(x) = 21−a1 − 21−(a1+a2) + ...+ (−1)n−221−(a1+a2+...+an−1) +
(−1)n−1

2a1+...+an−1
f

(
1

an

)
.

Але згiдно з першою рiвнiстю системи функцiональних рiвнянь (6), маємо

f

(
1

an

)
= f

(
1

an−1

1 + 1
an−1

)
=

1

2
f

(
1

an − 1

)
=

1

2
f

(
1

an−2

1 + 1
an−2

)
=

1

22
f

(
1

an − 2

)
= ...

=
1

2an−1
f(1) =

1

2an−1
.

Пiдставивши в останнiй вираз f(x) отриманий вираз, матимемо розклад (7). Лему
доведено. �
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Наслiдок 1. Функцiя f , яка задовольняє систему функцiональних рiвнянь ( 6),
в рацiональних точках з (0, 1] набуває лише додатних значень.

Наслiдок 2. Функцiя f , яка задовольняє систему функцiональних рiвнянь ( 6),
є строго зростаючою функцiєю на множинi рацiональних точок вiдрiзка [0, 1].

Зауваження 1. Значення виразу (7) спiвпадають для обох рiзних зображень
одного i того ж рацiонального числа x ∈ [0, 1].

Доведення. Справдi, розглянемо рiзницю

f ([0; a1, a2, ..., an])−f ([0; a1, a2, ..., an − 1, 1]) = 21−a1−21−(a1+a2)+...+(−1)n−1 21−(a1+...+an)−

−
(
21−a1 − 21−(a1+a2) + ...+ (−1)n−1 21−(a1+...+an−1) + (−1)n 21−(a1+...+an−1+1)

)
=

= (−1)n−1 21−(a1+...+an) − (−1)n−1 22−(a1+...+an) − (−1)n+1 21−(a1+...+an) =

= (−1)n−1 22−(a1+...+an) − (−1)n−1 22−(a1+...+an) = 0.

�

Лема 4. Неперервна функцiя f , яка задовольняє систему функцiональних рiв-
нянь ( 6), в iррацiональних точках iнтервалу (0, 1) має вираз

f(x) =
∞∑
k=1

(−1)k−121−(a1+...+ak), (9)

де ak(x) – k -тий елемент елементарного ланцюгового зображення числа x.

Доведення. Якщо iснує неперервна на (0, 1] функцiя, яка задовольняє систему
функцiональних рiвнянь (6), то така функцiя є невiд’ємною i строго зростаючою,
оскiльки вона такою є на всюди щiльнiй множинi.

Якщо x = [0; a1, ..., an, ...] – iррацiональне число i x = [0; a1, ..., an + rn], то мiр-
куваннями аналогiчними до тих, що проводились при доведеннi леми (3), можна
отримати

f(x) = 21−a1 − 21−(a1+a2) + ...+ (−1)n−121−(a1+...+an) +
(−1)n

2a1+...+an
f (rn) .

Оскiльки f (rn) 6 f(1) = 1, то останнiй доданок прямує до нуля при n → ∞. Тому
має мiсце рiвнiсть (9). Лему доведено. �

Лема 5. Функцiя f(x), визначена на [0, 1], причому f(0) = 0, в рацiональних
точках визначена рiвнiстю ( 7), а в iррацiональних – рiвнiстю ( 9), є неперервною.
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Доведення. Нехай x0 – довiльна iррацiональна точка з (0, 1), xn → x0 (n→∞).
Розглянемо вираз

|f(xn)− f(x0)| = 21−(a1+...+an)|2−am+1(xn) − 2−am+1(x0) + 2−am+2(xn) − 2−am+2(x0) + ...| 6

6 21−(a1+...+am) → 0 (m→∞),

де (m + 1) – порядковий номер першого неспiвпадаючого елемента в ланцюгових
розкладах чисел x0 i xn.

Оскiльки умова xn → x0 (n→∞) рiвносильна умовi m→∞, то функцiя f(x0) є
неперервною в точцi x0.

Якщо x0 – число рацiональне i x0 = [0; a1, a2, ..., am], то

|f(xn)− f(x0)| = 21−(a1+...+am)
(
2−am+1(xn) − 2−am+2(xn) + ...

)
→ 0 (xn → x0),

оскiльки am+1(xn)→∞, коли n→∞. �

Теорема 1. Єдиним розв’язком системи функцiональних рiвнянь ( 6) в класi
неперервних функцiй є функцiя, яка в рацiональних точках визначається рiвнiстю
( 7), а в iррацiональних – рiвнiстю ( 9).

Доведення. Дане твердження є наслiдком попереднiх лем. Справдi, якщо функ-
цiя задовольняє систему (6) i є неперервною, то вона виражається у формi (7) i (9)
вiдповiдно в залежностi вiд того, рацiональним чи iррацiональним числом є значення
аргумента, тобто є функцiєю Мiнковського. �

Зауваження 2. Система функцiональних рiвнянь (6) однозначно визначає
функцiю Мiнковського i може слугувати за її означення.
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