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Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi

множин неповних сум знакододатних рядiв
одного класу

I. О. Савченко
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

Анотацiя. У данiй роботi дослiджуються тополого-метричнi та фрактальнi вла-
стивостi множини неповних сум (пiдсум) ряду

∑∞
n=1 nλ

n з параметром λ ∈ (0, 1),
отриманi результати узагальнено на клас рядiв

∑∞
n=1 f(n)λn, де f(n) — функцiя,

для якої виконується умова

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Знайдено мiру Лебега i обчислено розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiдповiдних
множин неповних сум.

Ключовi слова: множина неповних сум ряду, фрактал, розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича множини.
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Abstract. The article is devoted to the investigation of metric, topological and fractal

properties of the set of the incomplete sums of the numerical series
∑∞
n=1 nλ

n with the

parameter λ ∈ (0, 1). The results are extended for the class of series
∑∞
n=1 f(n)λn, where

f(n) — the functions with the conditions:
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= 1.

The Lebesgue measure and Hausdorff dimension of the given sets are calculated.

AMS Subject Classifications (2010): 28A78, 28A80.
Key words: set of the incomplete sums of the series, fractal, Hausdorff dimension.

c© I. О. Савченко, 2012



ВЛАСТИВОСТI МНОЖИН НЕПОВНИХ СУМ 189

Вступ

Нехай

r0 =
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn (1)

— збiжний знакододатний ряд.

Означення 1. Число
x = x(M) =

∑
n∈M⊂N

an

називається неповною сумою ряду (1). Iншими словами, кожне число

x =
∞∑
n=1

εnan,

де εn ∈ {0, 1} називається неповною сумою ряду (1).

Зрозумiло, що всi частиннi суми Sm i залишки rm ряду (1) є його неповними
сумами.

Означення 2. Множина

∆′ =

{
x : x =

∑
n∈M⊂N

an, M ∈ 2N

}
, (2)

де 2N — множина всiх пiдмножин множини N, називається множиною неповних сум
ряду (1).

Множина неповних сум ряду (1) є досконалою множиною [2]. Тополого-метричнi
властивостi множини неповних сум суттєво залежать вiд швидкостi збiжностi ряду
i виражаються в термiнах членiв та залишкiв ряду. Для ряду (1), у якого an ≥ an+1

для всiх n ∈ N у роботi [7] видiлено 5 рiзних випадкiв:
1) an > rn для всiх n ∈ N;
2) an ≤ rn для всiх n ∈ N;
3) an > rn для скiнченної множини значень n;
4) an ≤ rn для скiнченної множини значень n;
5) an > rn i an ≤ rn виконуються нескiнченну кiлькiсть разiв.
У випадках 1 i 4 ∆′ є нiде не щiльно множиною, яка може бути як нуль-множиною

Лебега, так i множиною додатної мiри; у випадку 2 ∆′ = [0, r0]; у випадку 3 множина
неповних сум ∆′ є скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв [2]; а у випадку 5 ∆′ може бути
як нiде не щiльною множиною, так i може мiстити цiлi вiдрiзки.

На сьогоднi невiдомi необхiднi й достатнi умови нуль-мiрностi (в розумiннi мiри
Лебега) множини ∆′. Ще менш дослiджено фрактальнi властивостi множини непов-
них сум, хоча для певних класiв рядiв це зроблено в [1] – [9].
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Дана робота присвячена дослiдженню тополого-метричних та фрактальних вла-
стивостей множини неповних сум ряду

∞∑
n=1

nλn = λ+ 2λ2 + ...+ nλn + ..., (3)

де λ — фiксоване дiйсне число з (0, 1). Результати узагальнюються на клас рядiв
∞∑
n=1

f(n)λn, де f(n) — функцiя, для якої виконується умова:

lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1. (4)

1. Множини неповних сум рядiв однiєї континуальної
однопараметричної сiм’ї

Займемося вивченням властивостей множини неповних сум ряду (3). Вiдшукаємо
його суму r0 = lim

m→∞
Sm, де Sm =

∑m
n=1 nλ

n — послiдовнiсть його частинних сум.
Запишемо рiзницю

Sm − λSm = λ+ λ2 + ...+mλm −mλm+1 =
λ(1− λm)

1− λ
−mλm+1.

Звiдки маємо

Sm =
λ(1− λm(1 +m) +mλm+1)

(1− λ)2
.

Спрямувавши m→∞, отримаємо

r0 =
λ

(1− λ)2
.

Отже, множина неповних сум ряду (3) належить вiдрiзку [0, λ
(1−λ)2

], але не завжди
з ним спiвпадає. Вивчимо це питання детально.

Для подальшого вивчення властивостей нам знадобляться залишки ряду i цилiн-
дричнi множини (цилiндри та цилiндричнi множини).

Залишки ряду (3) мають вигляд

rm =
∞∑

n=m+1

nλn = r0 − Sm =
λm+1(1 +m(1− λ))

(1− λ)2
.

Означення 3. Нехай (c1, c2, ..., cm) — фiксований набiр нулiв та одиниць. Цилiн-
дром рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ {0, 1}) називається множина ∆′c1...cm , яка мi-
стить всi неповнi суми ряду (1) виду

m∑
n=1

cnan +
∞∑

n=m+1

εnan, деεn ∈ {0, 1}.
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Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ {0, 1}) називається
вiдрiзок

∆c1...cm = [inf ∆′c1...cm , sup ∆′c1...cm ] =

[
m∑
n=1

cnan, rm +
m∑
n=1

cnan

]
.

З означень випливають наступнi властивостi цилiндричних множин.
1) ∆′c1...cm ⊂ ∆c1...cm , inf ∆c1...cm = inf ∆′c1...cm , sup ∆c1...cm = sup ∆′c1...cm .
2) ∆′c1...cm = ∆′c1...cm0 ∪∆′c1...cm1.
3) Довжина цилiндра не залежить вiд його основи, а лише вiд рангу:

|∆′c1...cm| = rm → 0 (m→∞).

4)
∞⋂
m=1

∆c1...cm =
∞⋂
m=1

∆′c1...cm ≡ ∆c1...cm... =
∞∑
n=1

cnan = x ∈ ∆′ ⊂ [0, r0].

5) |∆′c1...cm |
|∆′c1...cm−1

| = rm
am+rm

= 1
δm+1

, де δm = am
rm

.

6) ∆c1...cm0∩∆c1...cm1 =


[
m∑
n=1

cnan + am+1,
m∑
n=1

cnan + rm+1

]
, якщо am+1 < rm+1;

∆c1...cm011...1... = ∆c1...cm10...0..., якщо am+1 = rm+1;

∅, якщо am+1 > rm+1.

7) ∆′ ⊂ Fm+1 ⊂ Fm ∀m ∈ N, де Fm =
⋃

(c1...cm)

∆c1...cm ;

8) ∆′ = lim
m→∞

Fm =
∞⋂
m=1

⋃
(c1...cm)

∆c1...cm .

Розглянемо тепер деякi властивостi цилiндричних множин ряду (3).
Вiдрiзки ∆0 = [0, r0−λ] = [0, λ2(2−λ)

(1−λ)2
] i ∆1 = [λ, r0] = [λ, λ

(1−λ)2
] є цилiндричними

вiдрiзками 1-го рангу.
Якщо λ ∈

(
0, 2−

√
2

2

)
, то ∆0 ∩∆1 = ∅, якщо λ ∈

(
2−
√

2
2
, 1
)
, то ∆0 ∩∆1 6= ∅, якщо

λ1 = 2−
√

2
2

, то sup ∆0 = inf ∆1.
Вiдрiзки

∆00 =

[
0,

λ3(3− 2λ)

(1− λ)2

]
, ∆01 =

[
2λ2,

λ2(2− λ)

(1− λ)2

]
,

∆10 =

[
λ,

λ

(1− λ)2
− 2λ2

]
, ∆11 =

[
λ+ 2λ2,

λ

(1− λ)2

]
є цилiндричними вiдрiзками 2-го рангу.

Якщо λ ∈
(

0, 7−
√

17
8

)
, то ∆00 ∩∆01 = ∅ i ∆10 ∩∆11 = ∅; якщо λ ∈

(
7−
√

17
8

, 1
)
, то

∆00∩∆01 6= ∅ i ∆10∩∆11 6= ∅, якщо λ2 = 7−
√

17
8

, то sup ∆00 = inf ∆01 i sup ∆10 = inf ∆11.

Для кожного значення параметра λ ∈
[

2−
√

2
2
, 1

2

)
цилiндричнi вiдрiзки ∆c1c2...cm0,

∆c1c2...cm1 перетинаються, а з деякого номеру рангу має мiсце ∆c1c2...cm0∩∆c1c2...cm1 = ∅
для всiх n > m. При прямуваннi λ до 1

2
злiва ранг, з якого перекриття вiдрiзкiв
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∆c1c2...cm0 та ∆c1c2...cm1 припиняється, стає бiльшим. При λ ≥ 1
2
цилiндричнi вiдрiзки

перетинаються з першого рангу.
У випадку, коли множина має нульову мiру Лебега, бiльш тонко її масивнiсть ха-

рактеризують фрактальнi мiри i розмiрностi, зокрема мiра Хаусдорфа i розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича. Нагадаємо цi поняття.

Означення 4. Нехай 0 < α — фiксоване дiйсне число; α–мiрною мiрою (α-мiрою)
Хаусдорфа обмеженої множини E простору R1 називається

Hα(E) = lim
ε→0

[
inf
|ui|≤ε

{∑
i

| ui |α:
⋃
i

ui ⊃ E

}]
,

де iнфiмум береться за всеможливими покриттями (ui) множини E вiдрiзками ui,
дiаметри | ui | яких не перевищують ε. Число

α0(E) = sup {α : Hα(E) 6= 0} = inf {α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E. Вона характеризує
масивнiсть i «компактнiсть» її точок, оскiльки має властивостi:

1) Якщо E1 ⊂ E2, то α0(E1) ≤ α0(E2); 2) α0

(⋃
i

Ei

)
= sup

i
α0(Ei).

Теорема 1 ([7]). Якщо для ряду (1) умова an ≤ rn виконується лише для скiн-
ченної множини значень n, то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини ∆′

неповних сум обчислюється за формулою

α0(∆′) =

[
lim
k→∞

1

k

k∑
n=1

log2(δn + 1)

]−1

.

Наслiдок 1. Якщо lim
n→∞

an
rn

= lim
n→∞

δn = δ, то α0(∆′) = log−1
2 (δn + 1).

Теорема 2. Множина ∆′ неповних сум ряду (3) є
1) нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1

2
), розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(∆′) = − logλ 2;

2) вiдрiзком
[
0, λ

(1−λ)2

]
при λ ∈ [1

2
, 1).

Доведення. 1) Покажемо, що нерiвнiсть rn > an виконується скiнченну кiль-
кiсть разiв при λ ∈ (0, 1

2
), тобто iснує таке Nλ ∈ N, що нерiвнiсть an > rn виконується

для всiх n ≥ Nλ. Розв’яжемо нерiвнiсть

λn+1

(1− λ)2
(n(1− λ) + 1) < nλn
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вiдносно n:

n >
λ

2λ2 − 3λ+ 1
=

λ

2(1− λ)(1
2
− λ)

.

Легко побачити, що остання нерiвнiсть виконується з деякого номеру Nλ, що
означає ∆c1...cn0 ∩∆c1...cn1 = ∅ для всiх n ≥ Nλ.

Множина ∆′ мiститься в 2n цилiндрах довжини rn, тому мiра Лебега

µ(∆′) ≤ lim
n→∞

rn2n =
λ

(1− λ)2
lim
n→∞

(2λ)n(1 + n(1− λ)) = 0.

Отже, ∆′ є нiде не щiльною нуль-множиною.
Вiдношення

δn =
(1− λ)2

λ(1− λ) + λ
n

→ 1− λ
λ

(n→∞).

Тому за наслiдком теореми 2 розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множин ∆′ дорiв-
нює α0(∆′) = − logλ 2.

2) Покажемо, що rn − an > 0 для всiх n ∈ N при λ ∈ [1
2
, 1):

λn+1(1 + n(1− λ))− nλn(1− λ)2

(1− λ)2
=
λn(n(2λ− 1)(1− λ) + λ)

(1− λ)2
> 0.

Отже, ∆c1...cn0∩∆c1...cn1 6= ∅ для кожного n ∈ N. Тому множина ∆′ є вiдрiзком. �

Проведемо аналогiчнi дослiдження множини неповних сум ряду
∞∑
n=1

n2λn = λ+ 4λ2 + 9λ3 + ...+ n2λn + ... . (5)

Знаходимо його суму:

Sn − λSn = λ+ 3λ2 + ...+ (2n− 1)λn − n2λn+1 =

2(λ+ 2λ2 + ...+ nλn)− (λ+ λ2 + ...+ λn)− n2λn+1 =

2λ(1− λn(1 + n) + nλn+1)

(1− λ)2
− λ(1− λn)

1− λ
− n2λn+1,

звiдки маємо

Sn =
λ(1− λn)(1 + n)

(1− λ)3
− 2nλn+1

(1− λ)2
− n2λn+1

1− λ
.

Спрямувавши n→∞, отримаємо

r0 =
λ(1 + λ)

(1− λ)3
,

знаходимо залишки ряду

rn =
λn+1(1 + λ+ 2n(1− λ) + n2(1− λ)2)

(1− λ)3
.
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Вiдношення

δn =
(1− λ)3

λ(1− λ)2 + 2λ(1−λ)
n

+ λ(1−λ)
n2

→ 1− λ
λ

при n→∞.
Отже, маємо наступну теорему, яка доводиться аналогiчно попереднiй.

Теорема 3. Множина ∆′ неповних сум ряду (5) є
1) нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1

2
), розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(∆′) = − logλ 2;

2) вiдрiзком [0, λ
1−λ2 ] при λ ∈ [1

2
, 1).

2. Множина неповних сум ряду
∑∞

n=1 f(n)λn

Узагальнимо клас рядiв, множини неповних сум мають «подiбнi» тополого-
метричнi та фрактальнi властивостi.

Нехай f(n) — функцiя, для якої виконується умова (4). Займемося вивченням

властивостей множини неповних сум ряду
∞∑
n=1

f(n)λn, яку позначимо через ∆′f .

Лема 1. Ряд
∞∑
n=1

f(n)λn є збiжним.

Доведення. Скористаємося ознакою Даламбера:

D = lim
n→∞

f(n+ 1)λn+1

f(n)λn
= λ < 1.

Отже, даний ряд є збiжним. �

Наслiдок 2. Якщо функцiя f(n) задовольняє умову (4), то для довiльного λ ∈
(0, 1) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

λnf(n) = 0.

Теорема 4. Множина ∆′f є
1) нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1

2
), розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(∆′f ) = − logλ 2;

2) об’єднанням вiдрiзкiв при λ ∈ [1
2
, 1).

Доведення. 1) Покажемо, що умова (4) рiвносильна умовi

lim
n→∞

f(n+ k)

f(n)
= 1 ∀k ∈ N.
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Перепишемо останню границю:

lim
n→∞

f(n+ k)

f(n)
= lim

n→∞

f(n+ k) · f(n+ k − 1) · ... · f(n+ 2) · f(n+ 1)

f(n+ k − 1) · f(n+ k − 2) · ... · f(n+ 1) · f(n)
=

= lim
n→∞

f(n+ 1)

f(n)
= 1.

Оскiльки
lim
n→∞

δn = lim
n→∞

f(n)λn

f(n+ 1)λn+1 + f(n+ 2)λn+2 + ...
=

= lim
n→∞

λn

λn(f(n+1)
f(n)

λ+ f(n+2)
f(n)

λ2 + ...)
=

1− λ
λ

,

то при λ < 1
2
нерiвнiсть δn ≤ 1 виконується скiнченну кiлькiсть разiв. Тому множина

∆′f є нiде не щiльною. За властивiстю напiвадитивностi мiри Лебега маємо

µ(∆′f ) ≤ lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2n(f(n+ 1)λn+1 + f(n+ 2)λn+2 + ...) =

= lim
n→∞

f(n)(2λ)n(λ+ λ2 + ...+ λn + ...) =
λ

1− λ
lim
n→∞

anf(n),

де a ∈ (0, 1). За наслiдком 2 границя lim
n→∞

anf(n) = 0. Тому, µ(∆′f ) = 0.

Оскiльки lim
n→∞

δn = 1−λ
λ
, то згiдно наслiдку 1 розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича

множини ∆′f дорiвнює α0(∆′f ) = − logλ 2.
2) При λ ∈ [1

2
, 1) нерiвнiсть δn > 1 виконується лише скiнченну кiлькiсть разiв,

тому множина ∆′f є об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв. �

Наслiдок 3. Однакову розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича мають множини не-
повних сум таких рядiв:

1)
∞∑
n=1

g(n)λn, де g(n) — монотонна й обмежена;

2)
∞∑
n=1

nαλn, α ∈ R;

3)
∞∑
n=1

ln(n)λn.

Умова (4) не виконується для наступних функцiй:
1) f(n) = nn; 2) f(n) = n!; 3) f(n) = an, де a > 1.
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