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Модифiковане Q3-зображення дiйсних чисел

та його геометрiя
I. В. Замрiй,

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

Анотацiя. Вивчається геометрiя (властивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв) моди-
фiкацiї Q3-зображення дiйсних чисел, яке є узагальненням класичного трiйкового
зображення. Нове зображення має нескiнченний алфавiт, нульову надлишковiсть
i може бути ефективно використаним для задання математичних об’єктiв з фра-
ктальними властивостями.

Ключовi слова: модифiкацiї Q3-зображення дiйсних чисел, розмiрнiсть Хаус-
дорфа–Безиковича множини.
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Вступ

Сьогоднi розвиваються рiзнi теорiї (моделi загальної аксiоматичної теорiї дiйсних
чисел), якi є аналогами теорiї Вейєрштраса. Один з класiв таких теорiй використовує
трисимвольний алфавiт A = {0, 1, 2}. Вiн включає i класичну теорiю дiйсних чисел
як теорiю трiйкових рядiв i її рiзнi узагальнення та модифiкацiї. Часто такi теорiї
ґрунтуються на уже вiдомiй теорiї дiйсних чисел та iдеї iншого (нового) способу їх
представлення та зображення (формального запису). Незважаючи на те, що такi си-
стеми зображення використовують класичний трiйковий алфавiт {0, 1, 2} однi з них
мають нульову надлишковiсть (кожне число має не бiльше двох зображень), а iншi —
ненульову надлишковiсть, окремi числа мають нескiнченну i, навiть, континуальну
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кiлькiсть рiзних зображень,наприклад, як трiйкова система з однiєю надлишковою
цифрою. Разом з цим розвиваються теорiї зображення (кодування) дiйсних чисел
засобами нескiнченного алфавiту (типу зображення чисел елементарними ланцюго-
вими дробами, рядами Енгеля, Люрота, Сiльвестера, Остроградського, Пiрса тощо
[4, 5, 6, 7, 8] ), своєрiдним є зображення запропоноване в роботi [9]. Виявляється
мiж системами зображення чисел зi скiнченними та нескiнченними алфавiтами мо-
жна встановити тiсний зв’язок, як це зроблено в [3] для класичної двiйкової системи
i системи Q∞-зображення.

У данiй роботi ми вводимо i дослiджуємо модифiкацiю вiдомого так званого Q3-
зображення [1, 2], яке є узагальненням класичного трiйкового. Нашим основним
завданням є обґрунтування коректностi його визначення, а також вивчення його гео-
метрiї. Пiд геометрiєю зображення ми розумiємо геометричне тлумачення символiв,
властивостi цилiндрiв та напiвцилiндрiв, а також, рiзнi метричнi вiдношення.

1. Q3-зображення дiйсних чисел

Нагадаємо необхiднi нам поняття i факти з теорiї Q3-зображення [1].
Нехай Q3 = {q0, q1, q3} — впорядкована множина додатних дiйсних чисел, таких,

що q0 + q1 + q2 = 1; β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1.

Теорема 1. Для будь-якого x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ {0, 1, 2} ≡ A

така, що

x = βα1 +
∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
= ∆Q3

α1α2...αn...
. (1)

Наслiдок 1. Довiльне дiйсне число x можна подати у виглядi

x = [x] + ∆Q3

α1({x})α2({x})...αk({x})...,

де [x] — цiла, а {x} — дробова частини числа x.

Означення 1. Розклад числа x у ряд (1) називається його Q3-представленням, а
скорочений формальний запис

x = ∆Q3
α1α2...αk...

(2)

— Q3-зображенням. При цьому αk називається k-тим Q3-символом числа x.

Взагалi кажучи, поняття k-ого Q3-символа числа є некоректно визначеним,
оскiльки можна довести, що ∆Q3

c1...cm−1cm(0) = ∆Q3

c1...cm−1(cm−1)(2), де (i) — перiод в зобра-
женнi числа з одного символа (цифри) i. Тi числа, що мають два рiзнi зображення,
називаються Q3-рацiональними, а решта — Q3-iррацiональними.
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Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , ck) — фiксований впорядкований набiр чисел з
{0, 1, 2}. Цилiндром рангу k з основою (c1, c2, . . . , ck) називається множина ∆Q3

c1c2...ck

всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають наступне Q3-зображення

x = ∆Q3
c1c2...ckαk+1...αk+m...

, αk+i ∈ A.

Цилiндр ∆Q3
c1c2...ck

є вiдрiзком з кiнцями a = ∆Q3

c1c2...ck(0) i b = ∆Q3

c1c2...ck(2), тобто
∆Q3
c1c2...ck

= [a; b]. Його внутрiшнiсть будемо позначати через ∇Q3
c1c2...ck

i називатимемо
цилiндричним iнтервалом, тобто ∇Q3

c1c2...ck
= int∆Q3

c1c2...ck
= (a, b).

Цилiндричнi множини або цилiндри мають наступнi властивостi:
1)∆Q3

c1c2...ck
= ∆Q3

c1c2...ck0

⋃
∆Q3

c1c2...ck1

⋃
∆Q3

c1c2...ck2;

2)[0, 1] =
2⋃

i1=0

2⋃
i2=0

. . .
2⋃

in=0

∆Q3

i1i2...in
;

3)max ∆Q3

c1c2...cki
= min ∆Q3

c1c2...ck(i+1);

4)|∆Q3
c1c2...ck

| =
k∏
i=1

qci → 0 (k →∞);

5)
∞⋂
k=1

∆Q3
c1...ck

= x ≡ ∆Q3
c1...ck...

для довiльної послiдовностi (ck), ck ∈ A.

Властивостi 1) i 2) випливають безпосередньо з означення цилiндра. Властиво-
стi 3) i 4) випливають з того, що цилiндр є вiдрiзком. Властивiсть 5) випливає
з аксiоми Кантора, оскiльки кожна послiдовнiсть (αk), αk ∈ A, а разом з нею i
послiдовнiсть вiдрiзкiв (∆Q3

α1α2...αk
), визначає єдину точку x вiдрiзка [0, 1], яку ми

позначили ∆Q3
α1α2...αk...

. I навпаки, для кожної точки x ∈ (0, 1] iснують вiдрiзки
∆Q3

α1(x),∆
Q3

α1(x)α2(x),. . . ∆Q3

α1(x)α2(x)...αk(x), . . ., якi мiстять x i

x =
∞⋂
k=1

∆Q3

α1(x)α2(x)...αk(x) ≡ ∆Q3

α1(x)...αk(x)....

2. Модифiковане Q3-зображення дiйсних чисел

Означення 3. Зображення
∆
Q3

a1a2...an...
(3)

дiйсного числа

x = ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3n−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3n−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3n

...
, an ∈ Z0,

називатимемо Q3– зображенням числа x.

Очевидно, що воно є лише модифiкацiєю Q3-зображення, але на вiдмiну вiд остан-
нього використовує не трьохсимвольний алфавiт, а нескiнченний алфавiт, який є мно-
жиною цiлих невiд’ємних чисел. У деяких випадках таке зображення є не лише бiльш
економним, а й зручним та продуктивним.
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Модифiковане Q3-зображення дiйсних чисел є цiкавим, оскiльки
1) встановлює мiсток мiж зображеннями дiйсних чисел зi скiнченним та нескiн-

ченним алфавiтами;
2) на вiдмiну вiд «традицiйного» трiйкового зображення, для нього цилiндр, вза-

галi кажучи, не є промiжком;
3) цилiндри не є метрично незалежними;
4) геометрiя цього зображення не самоподiбна;
5) воно розширює можливостi для задання та дослiдження математичних об’є-

ктiв з фрактальними властивостями: множин, функцiй, мiр, розподiлiв ймовiрностей,
динамiчних систем тощо.

Розглянемо приклади Q3-зображень чисел:
1) x = ∆

Q3

104205 = ∆Q3

0︸︷︷︸
a1=1

︸︷︷︸
a2=0

2222︸︷︷︸
a3=4

00︸︷︷︸
a4=2

︸︷︷︸
a5=0

22222︸ ︷︷ ︸
a6=5

= ∆Q3

022220022222;

2) x = ∆
Q3

32104 = ∆Q3

000︸︷︷︸
a1=3

11︸︷︷︸
a2=2

2︸︷︷︸
a3=1

︸︷︷︸
a4=0

1111︸︷︷︸
a5=4

= ∆Q3

0001121111;

3) x = ∆
Q3

000003001 = ∆Q3︸︷︷︸
a1=0

︸︷︷︸
a2=0

︸︷︷︸
a3=0

︸︷︷︸
a4=0

︸︷︷︸
a5=0

222︸︷︷︸
a6=3

︸︷︷︸
a7=0

︸︷︷︸
a8=0

2︸︷︷︸
a9=1

= ∆Q3

2222 ;

4) x = ∆
Q3

100100100... = ∆
Q3

200200200... = ∆
Q3

300300300... = . . . = ∆
Q3

k00m00n00... = . . . = ∆Q3

(0).
Цiлком очевидно, що останнi два приклади викликають багато запитань.
Тому в модифiкованому Q3 — зображеннi з метою усунення некоректностей (не-

однозначностей) введемо додатковi вимоги:

• у зображеннi дiйсного числа не може стояти пiдряд бiльше двох нулiв, тобто
anan+1an+2 6= 000, n ∈ N ;
• для чисел, якi мають перiоди (0), (1) або (2) в Q3-зображеннi, а отже мають
континуальну множину рiзних Q3-зображень, домовимось використовувати
лише одне з них, а саме: ∆Q3

...(i) = ∆
Q3

...i00i00i00i..., i = 0, 1, 2.

Пiсля введення цих вимог довiльне число x ∈ [0, 1] має єдине Q3-зображення.
Iз-за однозначностi Q3-зображення числа символ зображення є коректно визначе-

ною функцiєю числа: ak(x), яка визначає довжину k-тої серiї однакових Q3-символiв
(включаючи серiї нульової довжини).

Оскiльки в модифiкованому Q3-зображеннi дiйсних чисел an — це довжина k-ї
серiї цифр i, де n = 3k− i (включаючи серiї нульової довжини), то перехiд вiд Q3 до
Q3 i навпаки є достатньо простим.

Перехiд вiд Q3 до Q3 (тобто вiд послiдовностi (αn) до (an), αn ∈ {0, 1, 2}, an ∈ Z0):
— якщо αn = 0 в Q3-зображеннi, воно належить до серiї (a3n−2) в модифiкованому

Q3-зображеннi;
— якщо αn = 1, то αn ∈ (a3n−1);
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— якщо αn = 2, то αn ∈ (a3n).
Перехiд вiд Q3 до Q3, тобто вiд послiдовностi символiв (an) до послiдовностi сим-

волiв (αn), αn ∈ A, an ∈ Z0 здiйснюється за наступним алгоритмом:

α1 = f1(a1, a2) =


0, якщо a1 6= 0,

1, якщо a1 = 0, a2 6= 0,

2, якщо a1 = 0, a2 = 0;

α2 = f2(a1, a2, a3) =


0, якщо a1 ≥ 2,

1, якщо a1 ∈ 0, 1, a2 6= 0,

2, якщо a1, a2 ∈ 0, 1, a3 6= 0;

i т.д., тобто
α1 = 0, α2 = 0, . . . αa1 = 0,

αa1+1 = 1, αa1+2 = 1, . . . αa1+a2 = 1,

αa1+a2+1 = 2, . . . αa1+a2+a3 = 2, . . . .

3. Цилiндричнi множини та їх властивостi

Означення 4. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, ci ∈ Z0, називається мно-
жина виду

∆
Q3

c1c2...cm
= {x : ak(x) = ck, k = 1,m},

де ak(x) — це k-й символ модифiкованого Q3-зображення числа x.

Внутрiшнiсть цилiндра будемо позначати через ∇Q3

c1c2...ck
i називатимемо цилiн-

дричним iнтервалом, тобто ∇Q3

c1c2...ck
= int∆

Q3

c1c2...ck
.

Лема 1. Цилiндри мають наступнi властивостi:

1) ∆
Q3

c1c2...cm
=

∞⋃
m=1

∆
Q3

c1c2...cmc
;

2) ∆
Q3

c1c2...cm
= ∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

β

⋃
∆Q3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
c2

...α . . . α︸ ︷︷ ︸
cm

γ
, де β 6= α 6= γ,

α, β, γ ∈ {0, 1, 2};
3) ∆

Q3

c1c2...cm
= ∆

Q3

s1s2...sk
, тодi i тiльки тодi, коли всi ci = si, m, k ∈ N;

4) ∇Q3

c1c2...cm
6= ∇Q3

s1s2...sk
, якщо хоча б одне з ci 6= si, m, k ∈ N;
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5) для мiри Лебега має мiсце рiвнiсть

λ(∆
Q3

c1c2...cm
) =



q

m∑
k=1

c3k−2

0 · q
m−2∑
k=1

c3k−1

1 · q
m−1∑
k=1

c3k

2 · (1− q0), m ∈ (3k − 2),

q

m−1∑
k=1

c3k−2

0 · q
m∑
k=1

c3k−1

1 · q
m−2∑
k=1

c3k

2 · (1− q1), m ∈ (3k − 1),

q

m−2∑
k=1

c3k−2

0 · q
m−1∑
k=1

c3k−1

1 · q
m∑
k=1

c3k

2 · (1− q2), m ∈ (3k),

де m, k ∈ N;
6) λ(∆

Q3

c1c2...cm
)→ 0 (m→∞) для (cn) ∈ A∞;

7)
∞⋂
m=1

∆
Q3

c1c2...cm
≡ ∆

Q3

c1c2...cm...
= x ∈ [0, 1];

8) основне метричне вiдношення має наступний вигляд

λ(∆
Q3

c1c2...cmc
)

λ(∆
Q3

c1c2...cm
)

=



qc1(1− q1)

(1− q0)
, якщо m ∈ (3k − 2),

qc2(1− q2)

(1− q1)
, якщо m ∈ (3k − 1), де m, k ∈ N,

qc0(1− q0)

(1− q2)
, якщо m ∈ (3k);

9) дiаметр цилiндра визначається за формулою

diam(∆
Q3

c1c2...cm
) =



q

m∑
k=1

c3k−2

0 · q
m−2∑
k=1

c3k−1

1 · q
m−1∑
k=1

c3k

2 · (1− q0),m ∈ (3k − 2),

q

m−1∑
k=1

c3k−2

0 · q
m∑
k=1

c3k−1

1 · q
m−2∑
k=1

c3k

2 · 1,m ∈ (3k − 1),

q

m−2∑
k=1

c3k−2

0 · q
m−1∑
k=1

c3k−1

1 · q
m∑
k=1

c3k

2 · (1− q2),m ∈ (3k);

10) diam(∆
Q3

c1c2...cm
) ≥ λ(∆

Q3

c1c2...cm
).

Властивiсть 1) випливає безпосередньо з означення цилiндру. Властивiсть 2) ви-
пливає iз означення цилiндру та зв’язку мiж Q3 i Q3-зображеннями дiйсного числа.
Властивостi 3) i 4) очевиднi в силу єдиностi модифiкованого Q3-зображення довiль-
ного дiйсного числа x з [0, 1]. Iз властивостi 2) видно, що цилiндр в модифiкованому
Q3-зображеннi є об’єднанням двох неперетинних Q3-цилiндрiв, тобто мiра Лебега
λ(∆

Q3

c1c2...cm
) визначається як сума довжин таких вкладених Q3-цилiндрiв. I знаючи

ранг Q3-цилiндру, тобто вiдомо останнi двi цифри αi : αi ∈ (a3k+i), i ∈ A у вкладе-
них Q3-цилiндрах, можна обчислити його мiру Лебега за властивiстю 5). Властивiсть
6) випливає з 5) при m → ∞. Цилiндр рангу m з основою c1c2 . . . cm — це послiдов-
нiсть вкладених компактiв, а їх перетин визначає єдину точку x ∈ [0, 1] (властивiсть
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7)). Основне метричне вiдношення отримаємо пiдставивши значення мiри Лебега при
фiксованому значеннi m. Властивiсть 9) випливає з 2) i 5), а 10) випливає з 5) i 9).

4. Напiвцилiндри

Нехай ∆
k1
c1

— множина всiх чисел, якi на k1-ому мiсцi модифiкованого Q3-розкладу
мають фiксовану цифру c1, тобто ∆

k1
c1
≡ {x : ak1(x) = c1}.

Якщо k1 = 1, то множина ∆
k1
c1

є цилiндром ∆
Q3

c1
.

Очевидно, що множина ∆
k1
c1

чисел з [0, 1], для яких k1-ша цифра має конкретне
значення c1, є об’єднанням цилiндричних множин: ∆

k1
c1

=
⋃

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

∆
Q3

a1...ak1−1c1
.

Тому мiра Лебега визначається як сума довжин цих цилiндрiв, тобто
λ(∆

k1
c1

) =
∑

(a1,...,ak1−1)
ai∈Z0

λ
(

∆
Q3

a1...ak1−1c1

)
.

Розглянемо такi множини i вiдповiдну їм мiру Лебега.
Спочатку розглянемо випадок, коли c1 ∈ N.
∆

1

1 = ∆1
0, λ(∆

1

1) = λ(∆1
0) = q0;

∆
1

2 = ∆12
00, λ(∆

1

2) = λ(∆12
00) = q0· q0 = q0 = λ(∆1

0)·λ(∆2
0);

∆
1

c = ∆12...c
00...0, λ(∆

1

c) = λ(∆12...c
00...0) = qc0 ;

∆
4

1 = ∆α1...αm0 = ∆m+1
0 , m =

4∑
i=1

ai, λ(∆
4

1) = λ(∆m+1
0 ) = q0(q0 + q1 + q2)m = q0 ;

∆
3k−2

1 = ∆α1...αm0 = ∆m+1
0 , де m =

3k−2∑
i=1

ai, λ(∆
3k−2

1 ) = λ(∆m+1
0 ) = q0;

∆
3k−2

c = ∆α1...αm−1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c

= ∆m...m+c
0...0 , де m−1 =

3k−2∑
i=1

ai, λ(∆
3k−2

c ) = λ(∆m...m+c
0...0 ) = qc0.

Якщо аналогiчно розглянути множини ∆
2

1,∆
2

2, . . . ,∆
3k−1

1 , . . . ,∆
3k−1

c ; ∆
3

1,∆
3

2, . . .,
∆

3k

1 , . . . , ∆
3k

c , то отримаємо λ(∆
2

1) = q1 i λ(∆
3

1) = q2. Отже,

λ(∆
3k−1

c ) = qc1, λ(∆
3k

c ) = qc2.

Лема 2. Для мiри Лебега множини ∆
k1
c1

при c1 ∈ N, αm ∈ A, де m =
k1−1∑
i=1

ai + 1

має мiсце:
λ(∆

k1
c1

) = qc1αm .

Доведення. Скористаємося переходом вiд Q3 до Q3 , отримаємо

∆
k1
c1

= ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...b . . . b︸ ︷︷ ︸
c1

= ∆
m1...mc1
b ... b ,

де αm+j(x) = b ∈ A, j = 1, c1, m1 =
k1−1∑
i=1

ai + 1 i mi+1 = mi + 1.
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Мiра Лебега множини ∆
m1...mc1
b ... b вже вiдома i вона визначається з рiвностi

λ(∆
m1...mc1
b ... b ) = qc1b .

А оскiльки множини ∆
m1...mc1
b ... b i ∆

k1
c1

еквiвалентнi, то λ(∆
k1
c1

) = qc1b . �

Розглянемо тепер випадок, коли c1 = 0.
∆

1

0 = ∆1
1

⋃
∆1

2, λ(∆
1

0) = λ(∆1
1

⋃
∆1

2) = q1 + q2 = λ(∆1
1) + λ(∆1

2);
∆

2

0 = ∆m
0

⋃
∆m

2 , m = a1 + 1, λ(∆
2

0) = λ(∆m
0

⋃
∆m

2 ) = q0 + q2 = λ(∆m
0 ) + λ(∆m

2 );

∆
3k−2

0 = ∆m
1

⋃
∆m

2 , m =
3k−3∑
i=1

ai + 1,

λ(∆
3k−2

0 ) = λ(∆m
0

⋃
∆m

2 ) = q1 + q2 = λ(∆m
0 ) + λ(∆m

2 ) i т.д.

Лема 3. Для мiри Лебега множини ∆
k1
0 має мiсце рiвнiсть:

λ(∆
k1
0 ) =


q1 + q2, якщо k1 ∈ (3k − 2),

q0 + q2, якщо k1 ∈ (3k − 1),

q0 + q1, якщо k1 ∈ (3k).

Доведення. Скористаємося переходом вiд Q3 до Q3 , отримаємо

∆
k1
0 = ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

... α︸︷︷︸
c1=0

β

⋃
∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

... α︸︷︷︸
c1=0

γ = ∆m1
β

⋃
∆m1
γ ,

де β 6= α 6= γ, α, β, γ ∈ A i m1 =
k1∑
i=1

ai + 1.

Вiдомо, що λ(∆m1
β ) = qβ i λ(∆m1

γ ) = qγ. I оскiльки ∇m1
β

⋂
∇m1
γ = ∅, то

λ(∆m1
β

⋃
∆m1
γ ) = qβ + qγ = λ(∆m1

β ) + λ(∆m1
γ ).

Як вiдомо iз зв’язку мiж послiдовностями (αn) i (an), якщо αn = 0, то αn ∈ (a3n−2).
Очевидно, якщо k1 ∈ (3n− 2), то α = 0, β = 1, γ = 2 i λ(∆

k1
0 ) = q1 + q2. Аналогiчно,

якщо k1 ∈ (3n − 1), то α = 1, β = 0, γ = 2 i λ(∆
k1
0 ) = q0 + q2; якщо k1 ∈ (3n), то

α = 2, β = 0, γ = 1 i λ(∆
k1
0 ) = q0 + q1.

Лему доведено. �

Наслiдок 2. λ(∆
k1
0 ) = λ(∆m1

β

⋃
∆m1
γ ) = λ(∆m1

β ) + λ(∆m1
γ ), де m1 =

k1∑
i=1

ai + 1,

β 6= γ ∈ A.

Лема 4. Множина ∆
k1
c1

має мiру Лебега, яка визначається з рiвностi:

λ(∆
k1
c1

) = qc1α (qβ + qγ)
f(c1), f(c1) =

{
0, якщо c1 ∈ N,

1, якщо c1 = 0,

де β 6= α 6= γ, α, β, γ ∈ A i α = αm+j(x), j = 1, c1, m =
k1−1∑
i=1

ai + 1.
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Доведення. Лема 4 випливає з лем 2 i 3, коли c1 ∈ Z0. �

Множина ∆
k1k2
c1c2

складається з чисел вiдрiзка [0, 1], якi в модифiкованому Q3-
розкладi мають k1-шу цифру c1 i k2-гу цифру c2 (k1 < k2).

Розглянемо приклади:
1) λ(∆

12

11) = λ(∆1
0

⋂
∆2

1) = q0· q1 = λ(∆1
0)·λ(∆2

1);
2)λ(∆

23

ts ) = λ(∆m1
1

⋂
. . .
⋂

∆mt
1

⋂
∆m2

2

⋂
. . .
⋂

∆ms
2 ) = qt1· qs2 = λ(∆m1

1 )· . . . ·λ(∆mt
1 )·

·λ(∆m2
2 )· . . . ·λ(∆ms

2 ), де m1 =
t−1∑
i=1

ai + 1, m2 =
s−1∑
j=1

aj + 1 i mi+1 = mi + 1;

3) λ(∆
12

20) = λ(∆1
0

⋂
∆2

0(∆3
0

⋃
∆3

2)) = q2
0· (q0 + q2) = λ(∆1

0)·λ(∆2
0)(λ(∆3

0) + λ(∆3
2)).

Лема 5. Для мiри Лебега множини ∆
k1k2
c1c2

має мiсце рiвнiсть:

λ(∆
k1k2
c1c2

) = qc1α1
(qβ1 + qγ1)

f(c1) · qc2α2
(qβ2 + qγ2)

f(c2), f(ci) =

{
0, якщо ci ∈ N,

1, якщо ci = 0,

де βi 6= αi 6= γi, αi, βi, γi ∈ A, αi = αmi(x), βi, γi = αmi+1(x), mi =
ki−1∑
j=1

aj + 1, i = 1, 2.

Доведення. Очевидно, що ∆
k1k2
c1c2

= ∆a1...ak1−1c1ak1+1...ak2−1c2... i у випадку ci ∈ Z0

справедлива рiвнiсть: ∆
k1k2
c1c2

= ∆
k1
c1

⋂
∆
k2
c2
.

Оскiльки βi 6= αi 6= γi, то очевидно, що ∇k1
c1

⋂
∇k2
c2

= ∅. Згiдно з лемою 4 для мiри
Лебега справедливо

λ(∆
k1k2
c1c2

) = qc1α1
(qβ1 + qγ1)

f(c1) · qc2α2
(qβ2 + qγ2)

f(c2) = λ(∆
k1
c1

) · λ(∆
k2
c2

),

де f(ci) =

{
0, якщо ci ∈ N,

1, якщо ci = 0,

βi 6= αi 6= γi, αi, βi, γi ∈ A, αi = αmi(x), βi, γi = αmi+1(x), mi =
ki−1∑
j=1

aj + 1, i = 1, 2.

Тодi очевидно, що твердження теореми вiрне. �

Наслiдок 3. λ(∆
k1k2
c1c2

) = λ(∆
k1
c1

) · λ(∆
k2
c2

).

Узагальнимо результати i розглянемо множину ∆
k1k2...km
c1c2...cm

.

Означення 5. Множина ∆
k1k2...km
c1c2...cm

= {x : aki(x) = ci, i = 1,m} називається напiв-

цилiндром з основою

(
k1k2 . . . km

c1c2 . . . cm

)
.

Теорема 2. Мiра Лебега напiвцилiндра ∆
k1k2...km
c1c2...cm

обчислюється за формулою:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) =
m∏
i=1

qciαi(qβi + qγi)
f(ci), f(ci) =

{
0, якщо ci ∈ N,

1, якщо ci = 0,
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де βi 6= αi 6= γi, αi, βi, γi ∈ A, αi = αni(x), βi, γi = αni+1(x), ni =
ki−1∑
j=1

aj + 1, i = 1,m.

Доведення. Проведемо доведення методом математичної iндукцiї.
1) Якщо i = 1, тобто розглядається множина ∆

k1
c1
, то дане твердження спiвпадає

з лемою 4.
2) Якщо i = 2, тобто розглядається множина ∆

k1k2
c1c2

, то твердження є лемою 5.
3) Припустимо, що дане твердження виконується для i = m, тобто — для на-

пiвцилiндра ∆
k1k2...km
c1c2...cm

, i перевiримо його iстиннiсть для i = m + 1. Справдi, згiдно з

припущенням i лемою 4 при n =
km+1−1∑
j=1

aj + 1 маємо

λ(∆
k1k2...kmkm+1

c1c2...cmcm+1
) = λ(∆

k1k2...km
c1c2...cm

⋂
∆
km+1

cm+1
) =

=
m∏
i=1

qciαi(qβi + qγi)
f(ci) · qcm+1

αn (qβn + qγn)f(cm+1) =
m+1∏
i=1

qciαi(qβi + qγi)
f(ci).

Отже, теорема справедлива для довiльного натурального m. �

Лема 6. Напiвцилiндричнi множини є метрично незалежними, тобто

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) = λ(∆
k1
c1

) · λ(∆
k2
c2

) · . . . · λ(∆
km
cm ), при ki 6= kj.

Доведення. Для довiльного набору (c1, c2, . . . , cm), ci ∈ Z0 з означення напiв-
цилiндра випливає рiвнiсть

∆
k1k2...km
c1c2...cm

= ∆
k1
c1
∩∆

k2
c2
∩ . . . ∩∆

km
cm .

Тому, враховуючи попередню теорему, маємо:

λ(∆
k1k2...km
c1c2...cm

) = λ(∆
k1
c1
∩∆

k2
c2
∩ . . . ∩∆

km
cm ) = λ(∆

k1
c1

) · λ(∆
k2
c2

) · . . . · λ(∆
km
cm ),

що й вимагалося довести. �

5. Множина чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3-символiв

Означення 6. Нехай (cm) — задана послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел. Мно-
жиною чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3-символiв називають множину виду:

∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
= {x : x = ∆

Q3

a1a2...am...
, akm(x) = cm,m ∈ N}.

Iз властивостей напiвцилiндрiв випливає

∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
=

∞⋂
m=1

∆
k1k2...km
c1c2...cm

.
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Теорема 3. Мiра Лебега множини ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
чисел з послiдовнiстю фiксованих

Q3-символiв рiвна нулю, тобто

λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) = 0.

Доведення. Нехай ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
= K i

m⋂
i=1

∆
k1k2...ki
c1c2...ci

= Km. Тодi очевидно, що

K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ . . . ⊃ Km ⊃ . . . ⊃ K,

тобто K ⊂ Km i λ(K) ≤ λ(Km) для всiх m ∈ N. Маємо

λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) ≤ λ(

m⋂
i=1

∆
k1k2...ki
c1c2...ci

)→ 0.

Отже, λ(∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
) = 0. Що i треба було довести. �

Теорема 4. Множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
чисел з послiдовнiстю фiксованих Q3-символiв

є:
1) точкою ∆

Q3

c1c2...cm...
, якщо km − km−1 = 1, m ∈ N для всiх m i k1 = 1;

2) нiде не щiльною множиною при km − km−1 > 1, m ∈ N.

Доведення. 1) Якщо k1 = 1 i km − km−1 = 1 для довiльного m ∈ N, то напiвци-
лiндр ∆

k1k2...km
c1c2...cm

є цилiндром ∆c1c2...cm Q3-зображення при всiх m ∈ N. Тому множина
∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
є точкою.

2) Якщо km−km−1 = 1 починаючи з деякого номера p > 1, то множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...

є злiченною. У випадку km−km−1 > 1 для нескiнченної множини номерiвm, множина
iз послiдовнiстю фiксованих Q3-символiв є континуальною. Тобто при km − km−1 >

1, m ∈ N довiльну кiлькiсть разiв, множина ∆
k1k2...km...

c1c2...cm...
є нiде не щiльною. �
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