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В настоящее время теория устойчивости движения имеет 

вирокое применение в самих разнообразных теоретических н 
прикладных задачах. Одним из наиболее сложных вопросов 

теории устойчивости является исследование критических слу­

чаев. С критическими случаями обычно встречаемся при иссле­

довании колебательных явлепий, описываемых системами суще­
ственно нелинейных дифференциальных уравнений.

Эффективным математическим аппаратом исследования су ­

щественно нелинейных систем оказался метод осреднения. При­

менение метода осреднения для решения существенно нелиней­
ных задач разрабатывалось во многих трудах Аносова Д .В .» 

Арнольда Б»И.» Боголюбова Б,Я. / Воло'сова В .И .» Гребеннико­

ва Е.А. * Демидовича Б-П.'# Яаутыкова О .А .» Забрейка П.П.* 

Коломкйца В .Г .» Красносельского М.А.. Крейна М.Г.» Крыло­

ва Н.М.. Митропольского Ю. А .» Моисеева Н.Н. * Моргунова 

Б.И*» Рубаника в»П .» Самойлекка А.М., Федорченка А.М., 

Фодчука В .И ., Хапеева Ц.М., и ряда друг«* исследователей.
Настоящая работа посвящена вопросам применения с1 е - 

циальиых функций Сз 8 , йпО введенных А.М.Ляпуновым я 
обобщенных МоЯ.Ятаевым. в асимптотическом методе осредне­

ния ДЛЯ исследования некоторых критических случаев устойчм- 
зости^ Рассмотрены некоторые вопросы теории указанных функ­

ций н выясняется кх связь с А+еЬ -  Функциями я с лемыкс- 

катнымн функциями.
реферируемая работа состоит из предисловия, введшиея 

и 4-1 глав.
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В первой главе приводится обзор тех работ авторов» 

где использованы при исследовании вопроса устойчивости 

специальные функции, а также расгматривагтся некоторые 

вопросы обобщения специальных функций Ляпунова, их связь 

с АФеб -  функциями введенными Р.Розенбергом и П.М.Сени- 

ком и леынискатными Функциями, которые рассматривались 

еще Гауссом.

В § I главы I рассматривался основные свойства вве­
денных А.М.Ляпуновыы функций С&8, £п 0 для исследова­
ния устойчивости системы

(1а:
(К  “ Ч + х . ( 1)

где Х ,У  -  не зависящие от Ф голоморфные в некоторой 

области Функции переменных х  и ^ не содержащие в своих 

разложениях членов ниже второго измерения.
§ 2 посвящен изучен,1Г свойств обобщенных функций 

С а С б .п .к ) , 2п Ш.П.к).функции Сб СО.п.к.). £п (0 ,п .к ) были 

сведены М.Я.Ятаевым при исследовании вопроса устойчивости 

системы в критическом случае двойного нулевого корня с дву­

мя группами решений, то есть системы вида:

с!х
С(+ сН

2п-1
X

(2)

где Х ,У  -  голоморфные функции аргументов X и I) разложе­
ние которых начинается членами первого и 2п -  го измере­

ния соответственно ( к ^ п ) .  Здесь также рассматривался
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функции,соответствующие системе дифференциальных уравне­
ний с неголоыорфяымя правыми частями.

В § 3 излагаются некоторые вопросы теории A t eft -  
функций, являющихся обращением B e t a  -  функций. При из­

ложении, вопросов, связанных с Ateb -  функциями,исполь­

зована работы Р,Розенберга и П.Ы.Сеннка5

В § 4 автором излагается новый способ введения функ­
ций Cs 9 , Sn9 , Cs (О.п.к.) , БпЛб.п.к) посредством использо­
вания а игл ит уд ной функции с| «= am ? (0 ,п , к), являющейся обра­

щением интеграла

где К^1, п з* 2 ,
Здесь также отмечается св-’ зь между Функциями Ляпунова 

их обобщениями и А1:еЬ -  функциями» рассмотреенымв 

р. Розенбергом и П.МвСекнком.
В параграфе 5 изучается связь между леынясхатныы ко­

синусом, введенным Гауссом, и Сб 8 . при п«*Р. .
Вопросам обобщения функций СиЭ, 8 посзяяен 

§ б» Здесь, в част кости.приведена повые формулы, уетанжзлЕ- 

вавцие связь между функциями С з(6 ,п ,к), Б л^.и .к) и триго­
нометрическими функциями

 ̂ /К\2,с ж
С$(9,п,к) “  СОБ (| , Б п Ю д д ) * ^ )  б ш  ^ , (4 )

есля  ̂ есть амплитудная функция« определенная ■* соот­

ношения (3 ) .

ч

(3)

о



Формулы (4 ) позволяют интегралы от Cs(0,n,K), Sn(0,ti^) 

свести к вычислению интегралов от sin  (f , "OS ^ .
Для функций Cs^B.n.sc), Sn(0,n,K) получены некоторые 

аналога тригонометрических формул, записываются степенные 

ряды» относяцнеся к функциям Ляпунова» /казано» как с по­

мощью обобщенного гипергеометрического ряда моино полу­

чить для табулирования функций Cs0, Cs ($,п..к) формулы» 

аналогичны формулам, полученным П.М.Сеникоы для табулиро­

вания Ate6 -  функций.

Глава П посвящена вопросам применения специальных 
функций при использовании асимптотического метода для ис­

следования устойчивости в критических случаях.

Вопросу исследования хрэтических случаев посвящена 

общирная литература, непрерывно пополняемая и до настоя­

щего времени. Сюда следует отнести результаты, полученные 

Абаньшшым А.М., Барбао. .ныы Е .А ., Веретепниковым В »Г». 

Гавриловым Н.Н., Горбатенко С »А ., Дапровыы Г*. Дубовнным 

Г .Н ., Еругиныы Н.П., Жуковским В.И.» Зубовым В .И ., Кали­

ниным С .В ., Каменковым Г .В .. Красовским Н .Н.. Кущевым 

Б .Н ., Ляпуновым А.М...Малкиным И .Г .. Осиповым Г .С .. Пер­

сидским К »п .. Плиссом В .А ., Сагитовым М .С.. Сафроновым 

Е .Т ., Четаевым Н .Г ., Якубовичем В .А ., и рядом других ав­
торов.

При исследовании критических случаев специальные 

функции применялись в работах А.М.Ляпунова, М.Я.Ятаева, 
Р.М.Розенберга, П.М.Сеника, А.М.Возного, Г.С.Смашова,
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С.'Ао Алиева.
§ 2 главы П посвящен вопросам применения асимптоти­

ческого метода для исследования устойчивости существенно 
нелинейных систем. Приводится аппарат осреднения, следуя 

работам Н.Н.Боголюбова, Н.Д.Зубарева, Б.А.Митропольского, 
В.М.Волосова, Н.Н.Моисеева, К.В.Задираки, применительно 

к существенно нелинейным системам.

В § 3 главы П, следуя К .г.иалееву. излагается форма­

лизация записи интегрирования с осреднением.
6 конце этого параграфа даны примеры на использова­

ние этой символики.
Исследованию устойчивости в критическом случае двой­

ного нулевого корня с одной группой решений посвящен § 4и 

Рассматривается система вида

^  =  у  + е Х 1 + . . .  ,

^  =  аос2пі + ь У 1 +ег ї 2 + . . .  ,

(9 )

В которой Х . , / 2......У . х , . . . -  не зависящие от ± .  голомор­
фе

фные функции переменных ас,1[ » которые содеркат в овоаг

раэлоненнях членов ниже второго и 2 п -1  иэмереквя соот­
ветственно; а -  отрицательное число, п  & 2 , Иоаоль-

зуя замену, предложенную Ляпуновым, систему (9 ) можно пре­

образовать к виду



б

СІ04
СІ+

с1гг
сіі - а ' ' '*  * е У , +ЕгУг

(ю )

где Х ^ .У ^  удовлетворяют указанному выше условию. 

После подстановки

х^хСзт^ . х2 = - х а Бп тЬ , (И)

система (10) приводится к виду 

^ •  =  £(С$');Х1- х 1’ а ^п^У 1) +£г(С51{гХг- х 1 ,
(12)

■ ^  =  X — Б п ^ Х ^ Х  С з^ \ ,)+ £  (^1Х1Зп>|;Х2+ХПС5 г̂^ 2)-*-...

Система (12) отпосится к системам с быстро вращающейся 

фазой; к ней применяется метод осреднения» изложенный в 

§ 2. ‘
Приводятся формулы пересчета правых частей системы 

(1 0 ) в правые части системы (1 2 ).

Рассмотрена система
СІТ,
ей : X 2 ’

ОІХо  ̂ А 5 7 2 А ^^ = - х 1 - е ^ 1х 1х 2 п А ^ а г ,

( із)

Где А 1 , А.2 -  вещественные коэффициенты, £ -  малый 
парам етр,, л. =  2 . Результат исследования на устойчивость

системы (13 ) во втором приближении сформулирован в таком
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виде: если А2 > 0 , то система неустойчива» при А2*0
устойчива, при А2 = 0 вопрос об устойчивости системы 
остается открытым.

В качестве примера исследована система

(14)

Относительно устойчивости системы (14) сделан вывод: если 

■ ЛВ <- 0 -  то исходная система-неустойчива, при АБ >0 

устойчива.
В § 5 рассматривается система

где Х ^ .У ; -  голоморфные функции ^оих аргументов, разло­
жения которых начинаются с первого и 2п-го измерения 
соответственно, а -  отрицательная константа, 6 -  малый 
параметр. Этой системе соответствует критических случай 

двойного нулевого корня с двумя группами реиний. Преобра­

зование системы (15) осуществляется с помощью подстановки

(15)
СІІо 2п-1
7ГГ = а і і + Е Ї1 +£ У2 + . . .  ,

X, =Х СвО|г,П,к), Х2 - - Х  йп (\|г,п.к.) . (16)

Тогда система (15) приводится к ввду
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где

ос. =
2к.-1 Ь = _______ 1______

^  рН)12к-1)-1 ’

& = _______ 1_______
™ (,2п-1)(2т-1)-1 ’

 ̂ (2МХ2к-1)-1 ’
_ 2т -1

(2л-1)(2т-1)-1 ;
систему (22) ыовно привести к виду

г*®) \ .̂̂ 5 2т~1. С5) 2—̂  \а * - * .  ( и г ,  ж ’ - е4
(1га 2И в) (1г* 2п-1 1 «  2
- ^ = - г ,  + а 1 п Н г + ..., ^ = - г ,  - е г ,  - п 1 г + . . .  .

(23)

(24 )

dt

Для проведения системы (24) к стандартному виду, про­

изводится замена

г 1=*1 С з^ к .С ) , г 5= т " С 5 ( ^ 2>ш .п ')> (25 )

г8“ -х| SaCtf.it,Г) , г 4=-ас” Бп(д|г,т ,п ).

Выполняя замену (25) и произведя необходимые преобразова­

ния, получено систему стандартного вида 
скс. £ ,  2к«-1-кЧ п 2Ы 2к-1 М 1-е „  2и-1 Ш. £*

с5 ^  я д - х ,  эп я . г , ) * к

с1т2 £ /  jm n.rn .iu l 2п-| 2т-1 и) 1-п 2т-{ «К  £2
5 Г = т ^ 2  ^  ^ - т 2 Бп

С1и. 2к1-?-к с / 2к?-(-к 2к ч с‘
7ГГ =  '1С1 ^1̂ 1- К Х 1 ^ 1̂ 2)  + к ’ * ‘ ’

(26)
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%6± 2тп-г
— ЗСЯ тЧЛЗС.

2 п т -т -п  2т
Бп ^ 1 ъ~т х2 Сзу2Н > -

В систеие (26) переменные X 4, сзс£ — медленные передан­

ные» а переменные > Уг ”  быстрые. К системе (26) при­
меним метод осреднения, изложенный в § 2 главы II в его об­
щей постановке, когда кратные .медленные и быстрые пере- 

ыепные. Приведен пример исследования устойчивости системы 

в критическом случае четырехкратного нулевого корня с че­

тырьмя группами решений.
Содержание § 7 главы : посвящено применению специаль­

ных Функций в асимптотичесю* ыгтод* ••ледени*». Рассматри-/
вается система 2п*-т порядка

а--1
си «

(1а:, 2п.-1 . С З )

(1+ а 2СС15 * “ 22а > е х „  + . . . ,

11
(1+ =  Б У + Ё Л Г ( Х , У ) .

г=1

(27)

Здесь 5=1,2......тг; а , -  положительные константы.

к 2 . п .  -  целые положительные числа, такие, что к 5М ,

п5 >2 ,  к 5 ; X,. ,Х а  (1=1.2,...) и проекции вектора 1Г -
голоморфные относительно переменных 2С.. 2С . , и- - функ-у«а .,«> 21 *1
ЦИИ причем, разложение Х ,; . по эс25 . ас,5 начинается с 
членов не ниже ? К . .2 г .  измерения относительно
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соответственно. Постоянная I)- ( т * т )  матрица с соб­

ственными числами, вещественные части которых отрицатель­
ные.

Вводятся новые переменные х а , ($ = 1,2___ ,п );

п« г. 2 (8)йл 1 +еФ1 ^•Чг,-'К>+е ф2 .
где функции , ^т|г&-  двопарамегрические и зависят от

К 8 , Па .  В результате замены (2 8 ) , система уравнений 

(2 7 ) приобретает вид

Р2з(а:5 , і}г2) + ..

СІ^ _  2п£к^-гг5-к£
СІІ =  ~

(29)

С1У £2, г
с1"Ь ^8*^ 0  *

(й -1 .2 ....... п ; 1= 1 , 2 , . .  . ,  т ) .
Вопрос об устойчивости репений системы (27) будет све­

ден к вопросу об устойчивости решений подсистемы 2 п - Г О  

порядка относительно переменных £ 3 , т}?5 , как только будет 

указан путь определения функций Ч^5',ф| \ Р ^ ,0|6 ( {  = 1 ,2 ,...). 

Указанная подсистема относится к стандартному типу систем 

с быстро вращающейся фазой.

Доказало, что при определенных условиях, нахождение 

коэффициентов Р|5 , 0 15 Сводится к решению алгебраических
18) о>

систем, а нахождение коэффициентов , Ф: приводит к
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решению систем уравнений в частных производных« Рассмотре­

ны приемы решения этих- систем.

Рассуждения этого параграфа иллюстрируются примерами.

Третья глава диссертации состоит из четырех парагра­

фов и посвящена применению эллиптических функций в асимпто­

тическом методе при исследовании устойчивости уравнения 

Дюффинга» которое рассматривается как существенно нелиней­

ное.
В первом параграфе даются необходимые сведения и фор­

мулы из теории эллиптических функций Якоби.
Во втором параграфе исследуется возмущенное уравнение

£
сИ
с12ЗС 2 3 , с! X ,\2 Х-|13С = е . У ( х , - ^ рД )  , (30)

где £ -  малый параметр, У -  некоторая голоморфная функ-
С1сс Iиия х ,

Воспользовавшись подстановкой

(1х \ С 31 )
ос =  с б п ^ ,  у. = с  ст|гс1п1|г ,

после ряда алгебраических преобразований, уравнение (30) 

приводится к системе

с[с е сп ф сЬ гф У  с!ф £ бп Ф У (32)
сН: 6 ( 1 - к 2 г|г) ’ сН 6  <5С (1 - к 2ЗП4у)

Доказывается, что 1 -  к 2 БП*^ Ф 0 при действительных зна­

чениях 1|г . Рассмотрен пример, когда У = х (Л  + сс.сс).
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Проведено исследование устойчивости уравнения Двф- 

финга для случая стационарного резонансного режима. В 

качестве примера рассмотрено уравнение

1,236801 =  0,05 . (33 )

Периодическое решение уравнения (3 3 ) получалось тремя ме­

тодами: при помощи эллиптических функций» методом малого 

параметра и численно на ЭЦВМ. На ЭЦВМ периодическое реше­

ние уравнения (33) находилось с помощью метода Р /нге-К ут- 

та  четвертого порядка. Задавались постоянны« шагом, крат­

ным числу НС . просчитывалось две коррекции и затем с 

помощью способа ".орд находилось такое начальное значение 

производной, чтобы получилось 2от периодическое решение.

Полученное решение уточнялось посредством уменьшения шага 

интегрирования.

Четвертая глава находится несколько в стороне от во­

просов изложенных в предыдущих главах и посвящена резонан­

сам в линейных сист емах. Она содержит три параграфа» в ко­

торых находятся границы областей неустойчивости одного 

типа дифференциальных уравнений второго порядка с синусо­

идальными коэффициентами иетодом цепных дробей.
В параграфе I главы 17 изложены некоторые вопросы 

теории цепных дробей.
Во 2 параграфе следуя работам К.Г.Валеева, излагает­

ся метод цепных дробей для построения границ областей не­
устойчивости. Рассматривается дифференциальное уравнение
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вала

[l+2pcos(6t)+2|i6sin(9t)]“ p+|ijc+2dcos(9t)+2estn(6t)j^|- +  

+ []l+ 2 u fcos(9 t)t2 n ^ stîi(8 t)| x  =  0 .

Для уравнения (3*0 получает уравнения для определения 

границ нулевой, f  -  оЛ областей неустойчивости

^ ) и / Ш ) ^ С О ) - Ц ^ и ( 0 )  =  0 , (35)

ia y. a , f i ) f  =  |6r ü,{0| .

' В уравнениях (35) f o ( 0 ) , .J_t(-ü ))- некоторые функ­

ции устанавливайте соотношение медду коэффициентами реие- 

кия уравнения (3*0, w (0 ) , V (0) непрерывные дроби

ш =  81 , (А, [О =  f o(0.5y(о) -  (0,5j-(o) - и г .2 (0,5jpo)),

Г г 1 У1
К и .Ю  Аг.г((р,%-1)ш) П  },С (о .5г-к )ш ).

В параграфе 3 облаетл неустойчивости строятся для случая, 
когда коэффициенты дифференциального уравпения содержат 

синусы и косинусы разякггармоник. Рассмотрено дкффереы- 

циальное уравнение

[t+2jm1cos(0t)+2}i61sra(6tj] + ц [0+2(1, c o s l e t ^ s t n i ^ - -  + (Зб)

+[Al+2|iJlcos (8t)+2̂ stn(ôt)+2fiV1cos(20t)+2}iî f1stn(2Bii]a: =  0 .
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С ааиоиьа специальной замены а е р « я а в :а  уразвзнис (3 5 ) 

зраводстся к ьссду (3*0- Орюедеав формула» устанавливаю­
щие соотзои-иия ьюжду коэффициентами уравнения (36 ) а (3 *0 .

Зчйевзхсззпвкм приемом с немощью метода цепных дробей 
застроена гран еды областей взустойчагооти для уравнэнмя,

- тоторое рассматривалось Якуповетн Ж.Я.:

Рассматривается днфф-~рейЦ*глы8ое ураяне1.ке неБозыу^ай_ 

ного дгзжеЕяя лопасти вертолета

рае *  -  угол взмаха лопасти» Угол азимута яодастя.

Л* -  характергстяка режима ■Олега* Г "  массовая харак- 

тготстиж * лопасти» & -  коэф ф вм я* регулятора шага* Урав-

При возрастании Ц в у р а в о т м  (34 )  при а *  О или 

5  *  о  возы ж ^гг вычислительные ТР5Д20СТИ. Применяя аевмпто-

зезве (3 7 ) яр: веденэ к виду (3*5-

тгчесжжЯ способ построения;Я обхаетей неустойчивости яредло-

ойжастеа неустойчивости.

тичесжо* орсите

_________
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г -  —--------- -— ~  —  ------------- ------  »  =  0 .  <8В>
1+есозт ат £*есьзт Д *

а раооте [ а]  оС-дастЕ веусго1чю ю сг е ргяггхЗ; £ ?гзн г-

нея (38) находилась сострогане* «гршаг »ажаробя* за 
ЭЦВМ* Отмечались о<шлж? гвдярвегк ездя эдазздкя Опэкж 
к X. Следуем отметять» та© о.1га«в яеустгёчязосгя шкжрос- 
йы только для б = 0*£»

Вопрос с6 устовчкаопта ресгнхЁ уранвеахя (38} кегле- 
дуется истодом цеашпс ХДОЙНС. Пре шиешеяшш &зв2сгззгг гре- 
яичннд крзгенх уравнает* (36 ̂  щ » 6 - * 1  иемиазуегск ов— 
ыечеккнй асюенготйчегккЯ способ» На гас. I  отнклеж эЗсго- 
тн неустойчивости г пространстве Еар&иетраж А1 = — .

N

| |  V К

Р*с^ Г,
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