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Одно из основных направлений в теории групп определяется 
исследованиями групп с теми или иными свойствами /ограничения­
ми/ дли подгрупп» Налагая па все подгруппы той или иной си сте ­
мы / определяющей системы/ подгрупп произвольной группы то или 
иное ограничение /определяющее ограничение/;, можно получать са ­
мке разнообразные класса групп0 Одним из первых кл ассов , выде­
ленных этим способом , был класс гамильтоновых групп -  класс 
нсабелевюс групп, все подгруппы которых инварианты. Конечные 
гамильтонова группы были описаны Дедекяидом еще в  конце прошло­
го  столетия,? бесконечные гамильтоновы группы были описана мно­
го  позднее Бэром. 0<,Ю(.Шыпдтс обобщая гамильтоновы группы* опи­
сал  конечные группы с одним и о двумя классами пеипвариактных 
подгрупп. Этот вопрос получил развитие в исследованиях групп 
с условием инвариантности для той или иной системы подгрупп. 
Так, С ЪН.Черников изучал бесконечные пеабелевы группы, все 
бесконечные подгруппы которых инвариантны, бесконечные н еабе- 
лсвы группы*1 все бесконечные абелевы подгруппы которых инвари­
антны и др„

В начале XX века Мидлер и Морено изучали конечные нзабелеш: 
группы, все истинные подгруппы которых абелевы. Детальное опи­
сание таких групп было получено много позднее Редей. В 1924 г .
О.Ю.Инндт, ослабив определяющее ограничение Миллера и Морено, 
описал конечные не и и лыю те нтннэ группы, все истинные подгруппы 
которых пилыютептны. Эта работа О.Ю.Шмидта явилась источником 
многочисленных теоретике групповых и сол ед ог  ний кок в Советском 
Союзе, так и за границей.

Большую роль в современной теории групп играют классы групп, 
для которых определяющей системой подгрупп является совокуп­
н ость всех  конечно порожденных подгрупп. Если в качестве опре­
деляющего ограничения для таких подгрупп берется  условие раз­
решимости пли нильпотентности подгрупп, то получается со о тв е т ­
ственно класс локально разрешимых пли класс локально нильпо- 
тентпых групп. Эти два класса групп были выделены в  1939-1940 
годах в связи с изучением С.Н.Черниковым бесконечных групп с 
условием минимальности для подгрупп.
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Ванное место в рассматриваемом направлении занимают и ссл е­
д о в а н а  групп с о собого  рода ограничением для подгрупп -  с  
условней дополняемости. Подгруппа А группы &  называет­
ся  дополняемой в С  » если в сущ ествует такая подгруп­
па В » что выполняются усл овия :

' С ■■ А В, - А л В = і .
Конечные группы, в которых дополняемы вое подгруппы, изуча­
лись б  3 0 -х  годах Ф„ Холлом, Полное описание как конечных£ так 
и бесконечных групп, в которых дополняемы БСЄ подгруппы /в п о л ­
не факторизуемые группы/ было получено в 5 0 -х  годах Н .В .Ч ер- 
никовой.

В 1953 г ,  появилась работа С .Н .Черпакова ’ 'Группы с си с­
темами дополняемых подгруппп, в которой ста ви тся  общая задача 
изучения групп путем выделения в них той или иной системы д о ­
полняемых подгрупп. В этой  работе С.И.Черников изучает, в 
частн ости , абелевы группы, в которых дополняемы вое се р в а н т - 
ные подгруппы, локально конечные группы с  уоловием дополняе­
мости для абелевых подгрупп, а также некоторые виды груш і с 
условием дополняемости для нормальных делителей.

Вскоре после появления указанной работы С,Н .Чернигова 
группы с системами дополняемых подгрупп заняли видное м есто 
в исследованиях советск и х  ал гебраистов , а несколько позднее -  
и зарубежных. Были выделены и полностью описаны некоторые 
новые клаооы групп. При этом  появились различные обобщения 
как сам ого понятия дополняемости подгрупп, так и сп о со б а  вы­
деления системы дополняемых подгрупп.

' Начатое С,Н,Черниковым изучение групп о систем ой дополняе­
мых нормальных делителей продолжалось в работах С.Н ,Черникова, 
Д ,И.Зайцэва, М.курцио, М.Эмальди, Ф.Наполитани и др . С .Н .Чер­
ников изучал также бесконечные группы, в которых дополняемы 
все бесконечные подгруппы, и бесконечные группы, в которых 
дополняемы все силовские подгруппы, В работах О .Н .Зуб изуча­
лись группы, в которых дополняемы все нециклические подгруп-



вы„ В работах Л.И.Кчяцкой и Д.Я.Байцеза изучались абелевы 
группы,, в  которых дополняемы гее максимальные подгруппы фикси­
рованного ранга ' і  „ а такне некоторые обобщения таких групп»

В последние годы исследования групп о свогемами дополняемых 
подгрупп распространяются и на топологические группы /В .С .Ч а - 
рин» Т.МоЛозбень и д р . / .

В рабогах Ю.Ы,Горчакова описаны гак называемые примарно 
факторизуемые группы -  группы* в которых дополняемы вое их 
р  «  подгруппы по любому простому чиолу р  , а также и об о б ­

щение таких групп -  примитивно факторизуемые группы / г . е ,  
группы, в которых дополняемы все циклические подгруппы простых 
порядков/»

В связи с изучением Ю.М»Горчаковым примарно факторизуемых 
групп естественно возникла двойственная задача -  изучить 
группы /непримерные/р в которых дополияемы вое непримарные 
подгруппы -  непримарно факторизуемые группы» Эта задача бы­
ла предложена авторі* С.Н.Черниковым, Ее регаению и посвящена 
настоящая диссертации.

Диссертация со стои т  из введения, раздела "Предварительные 
сведения к обозначения" и двух глав. Охарактеризуем содержа­
ние диссертации.

Приведем некоторые обозначения, иопольэуемые ниже.
А п  В “  пересечение л ю яеств  А и 6  .
Д  х £> -  прямое произведение подгрупп А  и В  ,

Д  > 0  -  полупрямое произведение иввариантной подгигппы А 
на подгруппу В  •

( г х ]  .  циклическая подгруппа, порожденная элементом СС.

/ со / -  порядок элемента С і,

гУ і ( М )  -  множество всех простых чисел, делящих порядок эле­
ментов группы М ' ,  .



/~1 ~ допустимая подгруппа -  подгруппа» инвариантная
относительно ПОДГРУППЫ п  с

а  ~ допустимая подгруппа -  подгруппа» инвариантная 
относительно хотя бы одн ого элемента порядка .

В первой плаЕв диссертации изучаются конечные неприиарно 
факторззуеьшз групп» /буд ем  их называть короче кпф -  группа­
м и /. Б первом параграфе первой главы приводятся простейшие 
свойства конечных ипф -  групп. Прежде в сего  устанавливается 
соотношение мевду классом ппф -  групп и классом вполне фак­
торизуемых групп* Понятно» что всякая вполне факторизуемая 
не примарная группа является кпф -  группой. Однаго, не всякая 
ппф -  группа вполне факторизуема. Например* симметрическая 
группа является нпф -  группой и, очевидно, не вполне 
факторизуема. В леммах 1 .3  и 1 .4  диссертация даются некото­
рые условия» при которых конечная нпф -  группа вполпе ф акто­
ризуема. Так как вполне факторизуемые группы детально изуче­
ны» то ын изучаем только те  нпф -  группы» которые не ЯВЛЯЮТ­
СЯ вполне факторизуемыми. В первом параграфе отмечается» ч>.о 
абелевы и нильпотентные нпф -  группы вполне факторизуемы, к 
потому изучению подлежат ненильпотентпые группы. Следующий 
вопрос, который решается в этом  параграфе, -  сущ ествуют ли 
неразрешимые нпф -  группы. Ответ на этот  вопрос оказался о т ­
рицательным: любая конечна* нпф -  группа разрешима» Как из­
вестно, всякая вполне факторизуемая группа не бол ее чем д в у - 
ступенно разрешима. Из описания конечных нпф -  групп, получен­
ного в диссертации, сл ед ует , что они не более чем трехступсн 
но разрешимы. В первом параграфе указывается также, что класе 
конечных нпф -  групп замкнут относительно взятия подгрупп и 
фактор-групп, и отмечаются некоторые другие свой ства  конечных 
нпф -  групп.

Во втором параграфе продолжается изучение св о й ств  конеч­
ных нпф -  групп. Здесь доказаны, в частн ости , следующие три 
леммы, которые используются в теореме 1 .1  диссертации для 
описания коночных нпф -  групп определенного вида.
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Лемма I /левш а 1 .6  диссертации/.
Пуоть р - г *  Ь  -  группа Фробевиуса с  инвариантным множи­
телем Г и дополнительным множителем Н о Тогда, если под­
группа Н  вполне факторизуема, то  она циклическая.

Лемма 2 /левша 1 .7  ди ссертации /,
Пусть ипф -  группа С  -  I  л ( а ]  является группой Фробониу- 
са , причем ее инвариантный множитель Е е сть  элементарная 
абелева р  -подгруппа, а дополнительный множитель {сс} -  цик­
лическая вполне факторизуемая подгруппа порядка 
/  1}л> - >Уг.~  различные простые числа, отличные от  р? / .
Тогда наименьшее натуральное число , удовлетворяющее 
сравнению л 1

Р  = 1 ( П'0-с1 С
не зависит от I  /обозначим его через Л  / .  и любая мини- 
мальная С{ д о п у с т и м а я  подгруппа группы Г  имеет порядок
/ / .  7

Лемма 3 /л е ш а  1 .8  диссертации/.
Пусть группа С  имеет разложение 

г ,
где г -  элементарная абелева силовская р  -  подгруппа, яв­
ляющаяся минимальной инвариантной подгруппой в С  , Г л {-%] 
-  вполне факторизуемая неабелева подгруппа, и централизатор

( х ]  элемента X  в подгруппе 
/ а /  - С/ -  простое число, п (и  I -  Ц  , 
ложение

{ у }  равен I ;  пусть 
Тогда сущ ествует р а з-

Г  -  ( « г ]  * •••х {  ,
где подгруппы \ t2 - i}  инвариантны относительно элемента .X »

у ' а ,  у  = « д ,  11 ~ 'а .х у  ‘  а 3 , у ' и п у *  а .х
В заключение второго параграфа устанавливается, что центр 

копечпой нпф -  группа Ь  является элементарней абелевой 
р  -  подгруппой и выделяется ь и  прямым множителем /л ем ­
ма 1 .9  диссертации и следствие из н е е /. Это позволяет свестя
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описание конечных нпф -  групп к случаю ппф -  групп с  три­
виальный центром,

В третьем параграфе первой главы излагается основной р е­
зультат диссертации -  теорема 1 .1 ,  описывающая строение ко 
вечных не вполне факторизуемых япф *= групп с  тривиальным 
центром0

Теорема I /теор ем а  1 ,1  ди ссертац и и /.
Всякая конечная пе вполне факторизуемая нпф -  группа с 

тривиальным центром может Сыть представлена в виде полупряш - 
го  произведения

6  -  Р * Н , ( * )
где -  элементарная абелева Р  -  подгруппа, а Н -  группа 
одного из следующих трех типов,

1 . Н ~ (оЛ -  циклическая вполне факторизуемая группа
/ а /  ~ . . .  Цґі , ері Ф % ( і  = і , •■•*%)’

2 . Н ~  пеабелева группа порядка С/,1 / < 2  и I  
-  различные простые чиола, отличные о т  р  / ,  где

= = і

и  9'\*сг 1 * , > ^  в 1 (т о с1 9 13. П -  {&}л { « у -  группа Фробениуса с инвариантным множи­
телем { а ]  и дополнительным множителем (о1) порядка р  , 
При этом подгруппы р  и Н  в разложении (X) связаны сле­
дующим образом,

I /  Если Н  “  {& }  -  группа типа I , то группа С = Г А { « ]  
является группой Фробениуса, и любая минимальная -  до­
пустимая ( ь.=1г... ,$) подгруппа группы р имеет один и гот 
же порядок /указанный в хеш е 2/.

2/ Боли Н  г {4 } А { с}  -  группа типа 2, я р = Р1 у р ~  

разложение группы р  в прямое произведение минимальных нор-
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мальных делителей 
Г  группы

F : (С= , п )  группы G  , то подгруппа

£ = Г х f f «  »{с})
является неабелевой вполне фактора зуеиэй группой, а ее подгруп­
па Гс >п) либо имеет простой порядок р  /т о г д а  под­
группа /7  А' {■£} абелева /, либо удовлетворяет следующим усл о­
виям.

а /  Ее можно представить в виде
П  -  ( а и ) ,

j) Ч - Ф  -о

где
1=>

«У с

У
об

- а/ ‘- V = J. 'L )

- /
/Ч

d   ̂ = d ( mod р )

c*afi с =  с  1:1 ‘ -',с а с  =а'
б /  Циклическая подгруппа {c c lL CL^ ••. Ctr i j , порожденная 

элементом U j; <Х}1 .. # rt. порядка р  , является центром группы 
F;_ А { c j  , а любая минимальная г  -  допустимая подгруппа груп­
пы f l  , не содержащаяся в подгруппе ...  CL , имеет
порядок либо ^  , либо p z.

3/  Если H  группа типа 9 , то подгруппа
{ а }  группы G  -  f \  { a }  a { d j  обладает свойствами, 

описанными в пункте I / .
Произвольную группу С ,-- Г  х н  с  описанными здесь / в  

пунктах I / ,  2 / ,  3 /  /  множителями будем называть соответствен ­
но группой типа I ,  2 /  или 3 / .

Таким образом, ввиду теоремы 1 все нпф -  группы находятся 
среди произвольных групп указанных в ней трех типов.
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0 следующей теореме /теорем а  1 ,2  четвертого параграфа ди с­
сертации / дается условие, которое выделяет нпф -  группы из 
произвольных групп этих трех типоБс Ош описывается следующим 
определением.

Определение. Подгруппа р  имеет
6  = Р *  А/ ,

если для произвольной инвариантной в 
Н 1 -  допустимой подгруппы /-* группы 
жен ИЯ

У  -  свой ство е группе

И  подгруппы и
р  существуют р а зя о -

г = е г 4 , г ,  л  г ;  = 4

Н = Н, /-/,, Н , п Н * ‘ ±,
где г л является Н 2 -  допустимой подгруппой.

Теорема 2 /тео р е м а  1 .2  ди ссертац и и /.
Конечная группа 6 - — Г  А И  любого из трех типов I / ,  

2 / ,  з /  тогда и только тогда является нпф -  группой, когда 
ео  подгруппа Р  обладает у 7 -  свойстесм в 6 ' -

Прп доказательстве теоремы 2 используется следующая лем­
ма, устанавливающая -  св о й ст ш  силовской р  -  подгруппы 
р  Ш1ф -  группы 5 = Р а / У первого и второго типов.
• Левша 4 /лемма 1.5 диссертации/.

Пусть б  = Р А И  -  нпф -  группа, и Г  -  элементарная 
абелева оиловская р -  подгруппа группы С  • Есда Р  /  ^ 
подгруппа группы р  , инвариантная относительно некоторой 
подгруппы И  Ф {  группы Н о  то одним из дополнений под­
группы р  л Н 1 в группе £  служит подгруппа А »
где

Р, * Р = Р Нф1х-Н, Н,л н* = ^ .
Во второй главе изучаются бесконечные нпф -  группы. В пер­

вом параграфе отмечаются простейшие свойства  бесконечных нпф -
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групп* аналогичные свойствам конечных нпф -  групп, и у ста ­
навливается периодичность бесконечных нпф -  групп. Так но, 
как н для конечных нпф -  групп, устанавливается, что класс 
бесконечных нпф -  групп шире класса бесконечных вполне фак­
торизуемых групп, причем бесконечные нильпотентяые нпф -  груп­
пы являются абелевыми вполне факторизуемыми. Следующая лемма 
дает признак полной факторизуеш стн произвольной япф -  группы, 
который применяется в теореме 2.1 второго параграфа д и ссер ­
тации,

Лешла_ 5 /лемма 2 ,1  диссертации/.
Если б некоторой нпф -  группе й существуют два таких 

нетривиальных нормальных делителя и , что 
°11 (М , (Л ±)=  Ф » 20 О ЕПОлне факторизуемая группа.

Теорема_ 3 /теорем а  2 .1  диссертации/.
Если бесконечная нпф -группа локально вполне фактори­

зуема, то она вполне факторизуема.
При доказательстве этой  теоремы используется установленная 

в первом параграфе периодичпость нпф -  групп, некоторые 
результаты Н.В.Черниковой о вполне факторизуемых' группах,
СЛ1 „Черникова о разрешимых периодических группах, Ю.М,Горча­
кова о примитивно факторизуемых группах и теорема Диксона об 
условиях дополняемости периодического нормального делителя 
группы 0  ,

Теорема 3 дает возможность утверждать, что в локально ко­
нечной не вполне факторизуемой ниф -  группе сущ ествует хотя 
бы одна конечная не вполне факторизуемая нпф -  группа одного 
из описанных в теореме I типов, и тем самым свести  описание 
локально конечных не вполне факторизуемых нпф -  групп к 
изученным конечным нпф -  группам.

Основным результатом второй главы является следующая тео­
рема третьего параграфа, дающая описание строения лзкально
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конечных не вполне факторизуемых штф -  групп,
Теорема 4 /теорем а  2 .2  ди ссертац и и /. Бесконечная локально 

конечная не е п о л н є  факторизуемая группа О  тогда и толы© 
тогда является нпф -  группой., когда она ш жет быть представле­
на в виде полупрямого произведения

Сг = /7 ? /  * ' • • х У ' ‘ ' ) л Н  ,
удовлетворяющего следующим условиям.

і /  Я , * */?**••• ~ элементарная абелева р  -  группа
с инвариантными в 0  копечными прямыми множителями

Я », ■• • • р •
2 /  Хотя бы одна из групп К /  Л Н  является не вполне фак­

торизуемой нпф -  группой.
3 /  Все не вполне факторизуемые группы /\ ^  Л Н ЯВЛЯЮ ТСЯ 

конечными нпф -  группами одного и того  же типа / с м .  т . 1 / .
При доказательстве теоремы 4 существенно используются тео­

ремы I п 3 ,  лемма 2 .
Результаты диссертации докладывались на семинаре по теор ій  

групп Института математики АН УССР„ на отчетно-научных кон­
ференциях проф ессорско-преподавательского со ста ва  Нежинского 
государствен н ого  педагогического института им. Н .В .Г оголя .

Основные результаты диссертации опубликованы в ста тья х :
1. Э .С .А лексеева, конечные пепрямарно факторизуемые группы, 

сборник ’Труппы с  системами дополняемых подгрупп” , и зд . Ип-та 
мат. АН УССР, отв .р ед а к тор  член-корр. АН УССР С.Н.Черников, 
1971 г . ,  147 -179 .

2.  Э. С .А лексеева, Про ск інченні нпф -  групи, ДАН УРСР, 
серия А, 1972, $  12, І 0 5 9 -І0 6 І .

ПФ 19698. И Д Ш . Л л боратор ія друку. Здм. 2133. Тирах; 200. 28.09.73.


