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Фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин

з незалежними однаково розподiленими GLS-символами

М. Л. Лупаїн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi закладено основи метричної та розмiрнiсної теорiї GLS-

розкладiв дiйсних чисел. Описано феномени, якi вiдрiзняють данi розклади вiд

Q∞-розкладiв та розкладiв Люрота i якi дозволяють будувати сингулярнi ймовiрнi-

снi розподiли всiх спектральних типiв. У данiй роботi також запропоновано новий

пiдхiд до дослiдження фрактальних властивостей спектрiв випадкових величини з

незалежними однаково розподiленими GLS− символами. Метод полягає в тому, що

розглядається вiдображення

ϕ(∆Q∞

α1α2...αn...) = ∆GLS
α1α2...αn...

i дослiджуються умови, при яких ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на

одиничному вiдрiзку. Для дослiдження DP-властивостей перетворення ϕ, розгляда-

ється питання довiрчостi сiмейств цилiндрiв для Q∞ i GLS-розкладiв дiйсних чисел.

Ключовi слова: GLS-зображення, Q∞-зображення, фрактали, DP-перетворення,

довiрчi системи покриттiв, сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри.

Abstract. In this paper we develop metric, dimensional and probabilistic theories of

generalized Lüroth expansions. In the introduction we remind main notions related to

such expansions and study topological properties of the set ∆GLS
∞ of those real numbers

which do not belong to any cylinder of the first rank. We show, in particular, that this

set can be of continuum cardinality.

One of the main problems studied in the paper is the determination of fractal proper-

ties of spectra of random variables with independent identically distributed GLS-symbols,

i.e., random variables ξ of the form

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2...ξk...,

where ξk takes values 0, 1, 2, ...with probabilities p0, p1, p2, ... respectively. To this end

we study fractal properties of the set

C[GLS, V ] := {x : x = ∆GLS
α1α2...αn..., αj ∈ V }.
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Abstract. To find the Hausdorff-Besicovitch dimension of such a set we develop a new

approach and show that transformation

ϕ(∆Q∞

α1α2...αn...) = ∆GLS
α1α2...αn...,

preserves the Hausdorff-Besicovitch dimension of the set C[GLS, V ].

As a result we get the following theorem.

Theorem. If the set ∆GLS
∞ is at most countable, then for any GLS-expansion

generated by stochastic vector Q∞ the Hausdorff-Besicovitch dimension of the spectrum

of the distribution of the random variable ξ with independent identically distributed GLS-

symbols can be calculated in the following way.

1) If the equation
∑

i∈V qx
i = 1 has one root α0 on [0, 1], then

dimH Sξ = α0.

2) If the equation
∑

i∈V qx
i = 1 has no roots on [0, 1], then

dimH Sξ = lim
k→∞

αk,

where αk are the roots of the equations
∑

i∈Vk
qx
i = 1, Vk = V ∩ {1, 2, ..., k}.

We also show that the Hausdorff-Besicovitch dimension of the spectrum of the distri-

bution of the random variable ξ with independent identically distributed GLS-symbols

can be calculated in the following way:

dimH(Sξ) = sup{x :
∑

i:pi>0

qx
i > 1}.

Key words: GLS-representations, Q∞-representations, fractals, DP-transformations,

faithful covering systems, singularly continuous probability measures.

Mathematics Subject Classification (2010): 11K55, 26A30, 28A80, 60G30.

1. GLS-розклади дiйсних чисел

Нехай Q∞ = (q0, q1, ...qn, ...)− нескiнченний стохастичний вектор з додатними коор-

динатами. Опишемо покроково процедуру побудови GLS-зображення дiйсних чисел.

Крок 1.

Розглянемо зчисленну послiдовнiсть вiдрiзкiв ∆GLS
i = [ai, bi], таких, що

int∆GLS
i ∩ int∆GLS

j = ∅, (i 6= j)

i

|∆GLS
i | = qi, i ∈ N ∪ {0} =: N0,

∞∑

i=0

qi = 1.

Вiдрiзок ∆GLS
i називається цилiндром 1-го рангу GLS-розкладу. Позначимо через

∆GLS
∞ множину тих точок з [0, 1], якi не попали до жодного з ∆GLS

i , тобто

∆GLS
∞ = [0, 1] \

∞⋃

i=0

∆GLS
i .
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Зауважимо, що множина ∆GLS
∞ є, очевидно, борелiвською множиною нульової мiри

Лебега (оскiльки сума довжин цилiндрiв першого рангу дорiвнює 1), але структура

множини ∆GLS
∞ може бути досить рiзноманiтною.

1) Множина ∆GLS
∞ може бути порожньою.Це буде вiдбуватись, зокрема, тодi,

коли

∆GLS
0 = [

3

4
, 1], sup ∆GLS

k = inf ∆GLS
k+1 , ∀k ∈ N ;

2) Множина ∆GLS
∞ може бути непорожньою, але скiнченною. Це буде

вiдбуватись, зокрема, тодi, коли ∆GLS
i розташованi злiва направо, sup ∆GLS

k =

inf ∆GLS
k+1 , ∀k ∈ N0. У цьому випадку лише точка 1 не попадає до жодного з цилiндрiв

першого рангу;

3) Множина ∆GLS
∞ може бути зчисленною. Для побудови такої системи ци-

лiндрiв першого рангу розiб’ємо множину N0 невiд’ємних цiлих чисел на зчисленне

об’єднання зчисленних множин за принципом, який отримується з класичного по-

рядку О.М.Шарковського (див. [12]) :

N0 = {0, 1, 2, 4, 8, ..., 2n, ...

3 · 1, 3 · 2, 3 · 4, 3 · 8, ..., 3 · 2n, ...
5 · 1, 5 · 2, 5 · 4, 5 · 8, ..., 5 · 2n, ...
7 · 1, 7 · 2, 7 · 4, 7 · 8, ..., 7 · 2n, ...
9 · 1, 9 · 2, 9 · 4, 9 · 8, ..., 9 · 2n, ...

· · ·
(2n+ 1) · 1, (2n+ 1) · 2, (2n+ 1) · 4, (2n+ 1) · 8, ..., (2n+ 1) · 2n, ...}.

Розташуємо цилiндри першого рангу, номери яких записанi у першому рядку, злiва

направо так, щоб вони не мали спiльних межових точок i щоб точка 1 була граничною

для цiєї послiдовностi цилiндрiв.

Вiдрiзок [0, inf ∆0] розiб’ємо на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв, довжини яких зна-

ходяться у пропорцiї 1
2

: 1
4

: 1
8

: ... : 1
2s : ... i, якi є цилiндрами першого рангу, номери

яких записанi у другому рядку:

[
1

2
inf ∆0, inf ∆0] = ∆3,

[0,
1

4
inf ∆0] = ∆6,

[
3

8
inf ∆0,

1

2
inf ∆0] = ∆12,

[
1

4
inf ∆0,

1

16
inf ∆0] = ∆24,

[
15

32
inf ∆0,

3

8
inf ∆0] = ∆48,

[
1

16
inf ∆0,

1

64
inf ∆0] = ∆96
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...

Тодi точка

1

4
inf ∆0 +

1

16
inf ∆0 +

1

64
inf ∆0 + ... =

1
4
inf ∆0

1− 1
4

=
1

3
inf ∆0

не належить жодному iз цилiндрiв, номери яких записанi у другому рядку;

Вiдрiзок [sup ∆0, inf ∆1] розiб’ємо на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв, довжини яких

знаходяться у пропорцiї 1
2

: 1
4

: 1
8

: ... : 1
2s : ... i, якi є цилiндрами першого рангу, з

номерами записаними у третьому рядку:

Нехай | inf ∆1 − sup ∆0| = p1.

[sup ∆0 +
1

2
p1, inf ∆1] = ∆5,

[sup ∆0, sup ∆0 +
1

4
p1] = ∆10,

[sup ∆0 +
3

8
p1, sup ∆0 +

1

2
p1] = ∆20,

[sup ∆0 +
1

4
p1, sup ∆0 +

1

16
p1] = ∆40,

[sup ∆0 +
15

32
p1, sup ∆0 +

3

8
p1] = ∆80,

[sup ∆0 +
1

16
p1, sup ∆0 +

1

64
p1] = ∆160

...

Тодi точка

sup ∆0 + (
1

4
p1 +

1

16
p1 +

1

64
p1 + ...) = sup ∆0 +

1
4
p1

1− 1
4

= sup ∆0 +
1

3
p1

не належить жодному iз цилiндрiв, номери яких записанi у третьому рядку;

Вiдрiзок [sup ∆1, inf ∆2] розiб’ємо на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв, довжини яких

знаходяться у пропорцiї 1
2

: 1
4

: 1
8

: ... : 1
2s : ... i, якi є цилiндрами першого рангу, з

номерами записаними у четвертому рядку:

Нехай | inf ∆2 − sup ∆1| = p2.

[sup ∆1 +
1

2
p2, inf ∆2] = ∆7,

[sup ∆1, sup ∆1 +
1

4
p2] = ∆14,

[sup ∆1 +
3

8
p2, sup ∆1 +

1

2
p2] = ∆28,

[sup ∆1 +
1

4
p2, sup ∆1 +

1

16
p2] = ∆56,

[sup ∆1 +
15

32
p2, sup ∆1 +

3

8
p2] = ∆112,

[sup ∆1 +
1

16
p2, sup ∆1 +

1

64
p2] = ∆224
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...

Тодi точка

sup ∆1 + (
1

4
p2 +

1

16
p2 +

1

64
p2 + ...) = sup ∆1 +

1
4
p2

1− 1
4

= sup ∆1 +
1

3
p2

не належить жодному iз цилiндрiв, номери яких записанi у четвертому рядку;

Аналогiчно, вiдрiзок [sup ∆2n−1 , inf ∆2n ] розiб’ємо на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв,

довжини яких знаходяться у пропорцiї 1
2

: 1
4

: 1
8

: ... : 1
2s : ..., i якi є цилiндрами

першого рангу, номери яких записанi у (n+ 2)-му рядку.

| inf ∆2n − sup ∆2n−1 | = p2n I тодi точка

sup ∆2n−1 +
1

3
p2n

не належить жодному iз цилiндрiв номери яких записанi у (n+ 2)-му рядку.

З конструкцiї побудови системи цилiндрiв першого рангу випливає, що

∆GLS
∞ = {1

3
inf ∆0, sup ∆0 +

1

3
p1, sup ∆1 +

1

3
p2, ..., sup ∆2n−1 +

1

3
p2n , ...}.

3) Множина ∆GLS
∞ може мати потужнiсть континуум. Для побудови такої

системи цилiндрiв першого рангу занумеруємо (за спаданням довжини, а при рiв-

ностi довжин - злiва направо) iнтервали, якi вилучаються при побудовi класичної

множини Кантора i виберемо цилiндри першого рангу так, щоб вони спiвпадали iз

замиканнями вказаних iнтервалiв, тобто

∆0 = [
1

3
,
2

3
], ∆1 = [

1

9
,
2

9
], ∆2 = [

7

9
,
8

9
], ∆3 = [

1

27
,

2

27
], ∆4 = [

7

27
,

8

27
], ... .

У цьому випадку всi точки другого роду (тобто точки, якi не є трiйково-рацiональними)

класичної множини Кантора належать до ∆GLS
∞ , звiдки i випливає континуальнiсть

∆GLS
∞ .

Крок 2.

Для кожного з цилiндрiв 1-го рангу ∆GLS
i1 розглянемо послiдовнiсть вiдрiзкiв

∆GLS
i1i2
⊂ ∆GLS

i1
таких, що

|∆GLS
i1i2 |

|∆GLS
i1
| = qi2

i таких, що взаємне розташування цилiндрiв ∆GLS
i1i2

в ∆GLS
i1

таке ж як i для цилiндрiв

∆GLS
i1

на множинi [0, 1].

Вiдрiзки ∆GLS
i1i2 називаються цилiндрами 2-го рангу GLS-розкладу.

Крок n. Аналогiчно, для кожного з цилiндрiв (n−1)-го рангу ∆GLS
i1i2...in−1

розглянемо

послiдовнiсть вiдрiзкiв ∆GLS
i1i2...in−1in

⊂ ∆GLS
i1i2...in−1

таких, що

|∆GLS
i1i2...in−1in |
|∆GLS

i1i2...in−1
| = qin , in ∈ N0

i взаємне розташування ∆GLS
i1i2...in в ∆GLS

i1i2...in−1
таке як для цилiндрiв 1-го рангу на [0, 1].
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Вiдрiзки ∆GLS
i1i2...in називаються цилiндрами n-го рангу GLS-розкладу.

Нехай

qmax := max
i
qi.

За побудовою |∆GLS
i1i2...in| = qi1 · qi2 · ... · qin ≤ (qmax)

n → 0, n→∞.
Розглянемо послiдовнiсть множин

M1 :=
∞⋃

i=0

∆GLS
i ,

M2 :=

∞⋃

i1=0

∞⋃

i2=0

∆GLS
i1i2

,

...

Mn :=

∞⋃

i1=0

∞⋃

i2=0

...

∞⋃

in=0

∆GLS
i1i2...in, ...

Нехай

M :=

∞⋂

n=1

Mn.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ N0 iснує послiдовнiсть таких вкла-

дених вiдрiзкiв

∆GLS
i1 ⊃ ∆GLS

i1i2 ⊃ ∆GLS
i1i2i2 ⊃ ... ⊃ ∆GLS

i1i2...ik
⊃ ...,

що |∆GLS
i1i2...ik

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x ∈ [0, 1], яка належить всiм цим

цилiндрам.

I навпаки, якщо x ∈M , то iснує послiдовнiсть цилiндрiв

∆GLS
i1(x) ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x) ⊂ ∆GLS
i1(x)i2(x)i3(x) ⊂ ... ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊂ ...,

якi мiстять x , тобто

x =

∞⋂

k=1

∆GLS
i1(x)i2(x)...ik(x) = ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x)... (1)

Вираз (1) називається GLS-зображенням точки x.

Зауваження 1. В залежностi вiд взаємного розташування цилiндрiв 1-го рангу

зображення (1) може бути єдиним, а може iснувати зчисленна множина точок,

що мають два рiзнi GLS-зображення.

Якщо

∆GLS
∞ = ∅,

то для довiльної точки x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть цилiндрiв

∆GLS
i1(x) ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x) ⊂ ∆GLS
i1(x)i2(x)i3(x) ⊂ ... ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊂ ...,

якi мiстять x, i

x =
∞⋂

k=1

∆GLS
i1(x)i2(x)...ik(x) = ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x)....
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Частковим випадком GLS-розкладу числа x ∈ [0, 1] є розклад Люрота(див.[3]). У

цьому випадку qi = 1
(i+1)(i+2)

i sup ∆i+1 = inf ∆i. Якщо вiдношення довжин вкладе-

них цилiндрiв двох послiдовних рангiв залежить вiд останнього iндексу цилiндра i

є степенем числа ϕ = 1+
√

5
2

i серед цилiндрiв одного рангу, якi належать цилiндру

попереднього рангу, немає самого лiвого i самого правого цилiндра, то отримаємо

G2
∞-зображення числа x. (див.[11]).

Нехай {ξk}− послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових вели-

чин:

P (ξk = i) := pi ≥ 0, ∀i ∈ N0,

де
∞∑

i=0

pi = 1.

Використвуючи послiдовнiсть {ξk} та довiльне фiксоване GLS−представлення,

розглянемо випадкову величину

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2...ξk...

,

яку називають випадковою величиною з незалежними однаково розподiленими GLS-

символами.

Позначимо через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку називатимемо ймовiрнiсною

мiрою з незалежними однаково розподiленими GLS-символами.

У роботi [4] для дослiдження тополого-метричних властивостей спектрa випадкової

величини з незалежними GLS-символами дослiджувались властивостi множин класу

C[GLS, V ] = {x : x = ∆α1(x)...αk(x)..., αk ∈ V },

де V - злiченна множина. Метод, використаний у [4], [6], [7] допускає узагальнення

на iншi зображення дiйсних чисел, якщо вiдповiднi множини будуть самоподiбними,

або N-самоподiбними.

У данiй роботi розглядається iнший пiдхiд до дослiдження фрактальних властиво-

стей спектрiв випадкових величини з незалежними GLS-символами. Метод полягає

в тому, що розглядається вiдображення

ϕ(∆Q∞
α1α2...αn...) = ∆GLS

α1α2...αn...

i дослiджуються умови, при яких ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича пiд-

множин певного виду. Для дослiдження DP-властивостей перетворення ϕ розгляне-

мо питання довiрчостi сiмейств покриттiв для Q∞ i GLS-розкладiв дiйсних чисел

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектрiв випадкових величин з

незалежними однаково розподiленими GLS-символами.
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2. Довiрчiть систем покриттiв одиничного вiдрiзка, проджених Q∞ i

GLS-розкладами дiйсних чисел

Нагадаємо деякi основнi означення.

Означення 1. Сiмейство Φ пiдмножин з [0, 1] називається локально тонким сiмей-

ством покриттiв множини M , якщо для довiльної множини E ⊂M i для довiльного

ε > 0 iснує не бiльш як зчисленне ε-покриття {Ej} множини E(Ej ∈ Φ, |Ej| ≤ ε).

Означення 2. Для довiльного α > 0 та довiльної локально тонкої системи покриттiв

Φ, α-вимiрною мiрою Хаусдорфа пiдмножни E ⊂ M вiдносно сiмейства Φ називає-

ться

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

[
inf

|Ej |≤ε
{
∑

j

|Ej|α}
]
,

де iнфiмум взято за всiма не бiльш як зчисленними ε-покриттями {Ej} множини

E,Ej ∈ Φ.

Означення 3. Розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E вiдносно сiмейства

покриттiв Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Якщо Φ є сiмейством всiх замкнених (вiдкритих) пiдмножин з [0, 1] або сiмей-

ством всiх s-адичних цилiндрiв, то dimH(E,Φ) спiвпадає з класичною розмiрнiстю

Хаусдорфа-Безиковича dimH(E) множини E.

Означення 4. Локально тонке сiмейство покриттiв Φ називається довiрчим для об-

числення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича (на множинi M), якщо для довiльної

множини E ⊂M має мiсце рiвнiсть

dimH(E,Φ) = dimH(E).

Нехай Φ− система цилiндрiв, породжена Q∞−розкладом i Φ′ = ϕ(Φ)− система

цилiндрiв GLS-розкладу.

Теорема 1. Якщо система Φ довiрча на [0, 1), а система Φ′ довiрча на множинi

M , то вiдображення ϕ є DP-вiдображенням на [0, 1).

Доведення. Нехай E− довiльна пiдмножина з [0, 1) i E ′ = ϕ(E). Розглянемо довiльне

ε-покриття {Ej} множини E цилiндрами з системи Φ. Тодi {E ′
j} буде утворювати

ε-покриття множини E ′ цилiндрами з системи Φ′.

Оскiльки

|ϕ(∆Q∞
α1α2...αn

)| = |∆GLS
α1α2...αn

| = |∆Q∞
α1α2...αn

| = qα1 · qα2 · . . . · qαn ,
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то вiдображення ϕ вiдображає цилiндр з Φ в цилiндр Φ′ i при цьому зберiгає його

довжину. Вiдповiднi α-об’єми будуть рiвними:
∑
|Ej |α =

∑
|E ′

j|α, ∀{Ej}.

Тому

Hα
ε (E,Φ) = Hα

ε (E ′,Φ′).

При переходi до границi, коли ε→ 0, отримаємо

Hα(E,Φ) = Hα(E ′,Φ′).

А отже,

dimH(E,Φ) = dimH(E ′,Φ′).

За умовою теореми системи Φ i Φ′ є довiрчими. Отже,

dimH(E) = dimH(E ′).

Таким чином, ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

�

З метою дослiдження спектрiв розподiлiв випадкових величин з незалежними GLS-

символами, розглянемо наступнi сiмейства множин.

Нехай

C := C[Q∞, V ] = {x : x = ∆Q∞
α1α2...αk...

, αj ∈ V }
i

C ′ := C ′[GLS, V ] = ϕ(C[Q∞, V ]) = {x : x = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ V }
де V = {i1, i2, ...ik, ik+1, ...} ⊂ N0, ij < ij+1, ∀j ∈ N. Множини C i C ′ самоподiбнi(якщо

V− скiнченна), або N-самоподiбнi(якщо V− нескiнченна).

Розглянемо

Ck := Ck[Q∞, Vk] = {x : x = ∆α1α2...αk..., αj ∈ Vk},

C ′
k := C ′

k[GLS, Vk] = ϕ(Ck[Q∞, Vk]) = {x : x = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ Vk},
де Vk = {i1, i2, ..., ik}, i1 < i2 < ... < ik.

Теорема 2. Для довiльного нескiнченного стохастичного вектора Q∞ = (q0, q1, ..., qn...)

з додатними координатами має мiсце рiвнiсть

dimH(C[Q∞, V ]) = dimH(C ′[GLS, V ].

Доведення. Для покриття множин Ck i C ′
k цилiндрами достатньо використовувати

цилiндри ∆α1α2...αn та ∆GLS
α1α2...αn

вiдповiдно, для яких αj ∈ Vk.
Нехай Φn = {∆α1α2...αn, αj ∈ N0}− система цилiндрiв n-го рангу Q∞-розкладу. Тодi

Φ =
∞⋃

j=1

Φj .
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Позначимо A1 = {∆α1 , α1 ∈ Vk}, B1 = Φ1 \ A1 = {∆α1 , α1 /∈ Vk}. Аналогiчно,

An = {∆α1α2...αn, αj ∈ Vk, j = 1, n}, Bn = Φn \ An.
Розглянемо наступний Q-розклад дiйсних чисел, який породжений вектором Q∞

та множиною Vk

Q = Q(Q∞, Vk) = (q0, q1, ..., qik , q̃ik+1),

де

q̃ik+1 =
+∞∑

i=ik+1

qi.

Нехай Φ(Q)− це система цилiндрiв даного Q-розкладу. Нехай C̃k := C̃k[Q, Vk].

Оскiльки

Ck[Q∞, Vk] = C̃k[Q, Vk],

то

dimH(Ck[Q∞, Vk]) = dimH(C̃k[Q, Vk])

i

dimH(Ck[Q∞, Vk],Φ) = dimH(C̃k[Q, Vk],Φ(Q)).

Система Φ(Q)− довiрча [8]. Тому

dimH(C̃k[Q, Vk],Φ(Q)) = dimH(C̃k[Q, Vk]) = dimH(Ck[Q∞, Vk]).

З iншого боку, внутрiшностi цилiндрiв з Bn не мiстять спiльних точок з множиною

Ck[Q∞, Vk], тому для обчислення dimH(Ck[Q∞, Vk],Φ) досить розглядати покриття

множини Ck[Q∞, Vk] цилiндрами з сiмейства

A =
∞⋃

n=1

An.

Тому

dimH(Ck[Q∞, Vk],Φ) = dimH(Ck[Q∞, Vk], A).

Тодi

dimH(Ck[Q∞, Vk]) = dimH(Ck[Q∞, Vk], A),

тобто для множини Ck[Q∞, Vk] система цилiндрiв A− довiрча.

Для GLS-розкладу i множини C ′
k[GLS, Vk] розглянемо систему цилiндрiв n-го рангу

Φ′
n = {∆GLS

α1,α2...αn
, αj ∈ N0},

Φ′ =
∞⋃

j=1

Φ′
j .

Нехай A′
1 = {∆GLS

α1
, α1 ∈ Vk} i A′

n = {∆GLS
α1α2...αn

, αj ∈ Vk, j = 1, n}.
Тодi L1 := ([0, 1] \ (

⋃
α1∈Vk

∆GLS
α1

))cl− об’єднання не бiльше як (k + 1)-го вiдрiзка

[a0, b0], [a1, b1], ..., [ank
, bnk

],



ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI СПЕКТРIВ ВИПАДКОВИХ GLS-РОЗКЛАДIВ 289

де bi < ai+1 i nk ≤ k + 1.

Таким чином, вiдрiзок [0, 1] розбивається на nk вiдрiзкiв, якi належать множи-

нi L1 i на k цилiндрiв 1-го рангу GLS-розкладу(вiдрiзкiв),що належать множинi

C ′
k[GLS, Vk]. Позначимо цi (nk + k) вiдрiзкiв (злiва направо)

∆̃0, ∆̃1, ..., ∆̃nk+k

Розглянемо Q′-розклад дiйсних чисел, для якого

q′i = |∆̃i|.

Нехай Ã′
1 = {∆̃i : ∆̃i ∈ A′

1}− множина тих вiдрiзкiв, якi попали в A′
1,

а V ′
k = {i : ∆̃i ∈ A′

1}− множина дозволених iндексiв для задання множини

C ′
k[GLS, Vk] в термiнах Q′-розкладу. Отже, множини C ′

k[Q
GLS, Vk] i C ′[Q′, V ′

k] спiв-

падають. Тому

dimH(C ′
k[GLS, Vk]) = dimH(C ′[Q′, V ′

k ]).

dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′) = dimH(C ′[Q′, V ′
k],Φ

′(Q′)),

де Φ′(Q′)− система цилiндрiв Q′-розкладу. Оскiльки Φ′(Q′) довiрча, то

dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′) = dimH(C ′[Q′, Vk]) = dimH(C ′
k[GLS, Vk]).

Внутрiшностi цилiндрiв з Φ′
n\A′

n не мiстять спiльних точок з множиною C ′
k[GLS, Vk].

Тому для обчислення dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′) досить розглядати покриття множини

C ′
k[GLS, Vk] цилiндрами з сiмейства

A′ =

∞⋃

n=1

A′
n.

Тому

dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′) = dimH(C ′
k[GLS, Vk], A

′).

Оскiльки

dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′) = dimH(C ′
k[GLS, Vk],Φ

′(Q′)),

то

dimH(C ′
k[GLS, Vk], A

′) = dimH(C ′
k[GLS, Vk]).

Отже, сiмейство множин A′ є довiрчим для обчислення ромiрностi Хаусдорфа-

Безиковича множини C ′
k[GLS, Vk].

Розглянемо {Ej}− довiльне ε-покриття множини Ck[Q∞, Vk] цилiндрами з системи

A. Тодi {E ′
j} буде утворювати ε-покриття множини C ′

k[GLS, Vk] цилiндрами з системи

A′.

Оскiльки перетворення ϕ вiдображає цилiндр в цилiндр i при цьому зберiгає його

довжину, то α-об’єми будуть рiвними
∑
|Ej |α =

∑
|E ′

j|α, ∀{Ej}.
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Тому

Hα
ε (Ck[Q∞, Vk], A) = Hα

ε (C ′
k[Q

GLS, Vk], A
′).

При переходi до границi, коли ε→ 0, отримаємо

Hα(Ck[Q∞, Vk], A) = Hα(C ′
k[GLS, Vk], A

′).

А отже,

dimH(Ck[Q∞, Vk], A) = dimH(C ′
k[GLS, Vk], A

′).

Як показано вище, системи цилiндрiв A iA′ є довiрчими для обчислення dimH(Ck[Q∞, Vk]),

dimH(C ′
k[GLS, Vk]). Тому

dimH(Ck[Q∞, Vk]) = dimH(C ′
k[GLS, Vk]). (2)

Як показно у [6],[7]

dimH(C[Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(Ck[Q∞, Vk]). (3)

У роботi [4] доведено, що

dimH(C ′[GLS, V ]) = lim
k→∞

dimH(C ′
k[GLS, Vk]). (4)

З рiвностей (2),(3) i (4) отримуємо

dimH(C[Q∞, V ] = dimH(C ′[GLS, V ]),

тобто ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ].

�

3. Фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин з

незалежними однаково розподiленими GLS-символами

Покажемо як результати попереднього роздiлу можна використати для обчислення

розмiрностi спектра випадкової величини з незалежними однаково розподiленими

GLS-символами.

Теорема 3. Нехай для фiксованої матрицi Q∞ множина V ⊂ N ∪ {0}, така, що

рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 має корiнь α0 на [0, 1]. Тодi

dimH(C[GLS, V ]) = α0.

Доведення. Розглянемо вiдображення

ϕ(∆Q∞
α1α2...αn...) = ∆GLS

α1α2...αn....

При цьому очевидно, що

ϕ(C[Q∞, V ]) = C[GLS, V ].

У роботi [6] показано, що якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 має корiнь α0 на [0, 1], то розмiр-

нiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ] спiвпадає з коренем цього рiвняння.
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В теоремi 2 показано, що вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

множини C[Q∞, V ]. Тодi

dimH(C[Q∞, V ]) = dimH(C[GLS, V ]) = α0,

тобто dimH(C[GLS, V ]) спiвпадає з коренем рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1, якщо це рiвняння

має розв’язок на [0, 1].

�

Теорема 4. Нехай Q∞ i V = {i1, i2, ..., ik, ik+1, ...} є такими, що рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1

не має коренiв на [0, 1]. Тодi

dimH(C[GLS, V )]) = lim
k→∞

dimH(Ck[GLS, Vk]),

де Vk = {i1, i2, ...ik}, k ∈ N, k ≥ 2.

Доведення. Розглянемо вiдображення

ϕ(∆Q∞
α1α2...αn...) = ∆GLS

α1α2...αn....

Множини Ck[Q∞, Vk] самоподiбнi i задовольняють умову вiдкритої множини. Тому

розмiрнiсть αk кожної з них може бути отримана як розв’язок рiвняння
∑

i∈Vk
qxi = 1.

Як показано в [6],

dimH(C[Q∞, V )]) = lim
k→∞

dimH(Ck[Q∞, Vk]).

За теоремою 2 ϕ зберiгає розмiрнiть Хаусдорфа-Безиковича множин Ck[Q∞, Vk] i

C[Q∞, V ], тобто

dimH(Ck[Q∞, Vk]) = dimH(C ′
k[GLS, Vk]), (5)

dimH(C[Q∞, V ]) = dimH(C ′[GLS, V ]). (6)

Тодi з (5) i (6) випливає

dimH(C[GLS, V )]) = lim
k→∞

dimH(Ck[GLS, Vk]).

�

Теореми 3 та 4 об’єднує є наступна теорема.

Теорема 5. Для довiльного GLS-розкладу розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича мно-

жини C[GLS, V ] може бути обчислена за формулою

dimH(C[GLS, V ]) = sup{x :
∑

i∈V
qxi ≥ 1}.
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Нехай {ξk} послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин:

P (ξk = i) := pi ≥ 0,
∑∞

i=0 pi = 1.

Розглянемо випадкову величину

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2...ξk...

i вiдповiдну ймовiрнiсну мiру µξ з незалежними однаково розподiленими GLS-

символами.

Означення 5. Спектром розподiлу випадкової величини ξ називається множина

Sξ = {x : ∀ε > 0µξ((x− ε, x+ ε)) > 0} =

= {x : ∀ε > 0Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0}.

Як вiдомо, спектр випадкової величини ξ є замкненою множиною.

Теорема 6. Нехай V := {i : pi > 0}. Тодi спектр випадкової величини ξ є замикан-

ням множини

C[GLS, V ] = {x : x = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N}.

Доведення. Нехай

C[GLS, V ] = {x : x = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N},

де V = {i1, i2...ik...} ⊂ N. Розглянемо випадкову величину ξ з незалежними однаково

розподiленими GLS-символами задану законом

ξk i1 i2 i3 ... ik ...

− pi1 pi2 pi3 ... pik ...

∞∑

ik=0

pik = 1.

1) Покажемо, що якщо x належить множинi (C[GLS, V ])cl, то x належить спектру

Sξ.

a) Нехай x0 ∈ C[GLS, V ]. Тодi

x0 = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N.

Для довiльного ε > 0 знайдеться таке k0(ε), що цилiндр

∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

⊂ (x0 − ε, x0 + ε).

Оскiльки мiра µξ ймовiрнiсна, то

µξ(∆
GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

) ≤ µξ((x0 − ε, x0 + ε)).

µξ(∆
GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

) = pα1(x0)
· pα2(x0)

· . . . · pαk0(x0)
> 0, pαj

> 0, αj ∈ V.
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З останнiх двох нерiвностей випливає, що

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) > 0.

Отже, за означенням спектра випадкової величини показали, що x0 належить до Sξ.

б) Розглянемо випадок, коли x0 не належить множинi C[GLS, V ], але належить до

(C[GLS, V ])cl.

Якщо x0 ∈ (C[GLS, V ])cl, то для довiльного ε > 0 iнтервал (x0 − ε, x0 + ε) мiстить

точки iз множини C[GLS, V ]. A це означає, що iснує такий номер k0(ε), що

∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

⊂ (x0 − ε, x0 + ε), αj(x0) ∈ V.

Аналогiчно, до випападку а)

µξ(∆
GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

) = pα1(x0)
· pα2(x0)

· . . . · pαk0(x0)
> 0, pαj

> 0, αj ∈ V

i

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) > 0.

Отже, якщо x ∈ (C[GLS, V ])cl, то x ∈ Sξ.
2)Покажемо, що якщо x не належить множинi (C[GLS, V ])cl, то x не належить

спектру Sξ.

Якщо x0 не належить до (C[GLS, V ])cl, то точка x0 є зовнiшньою для множини

(C[GLS, V ])cl i, вiдповiдно, для множини C[GLS, V ]). Тодi,

x0 ∈ int(C[GLS, V ]).

Тобто,

x0 = ∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk−1(x0)αk(x0)...

,

де αk не належить множинi V. Тодi знайдеться таке ε > 0, що

∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk−1(x0)αk(x0)

⊃ (x0 − ε, x0 + ε).

µξ(∆
GLS
α1(x0)α2(x0)...αk−1(x0)αk(x0)

) ≥ µξ((x0 − ε, x0 + ε)).

µξ(∆
GLS
α1(x0)α2(x0)...αk0(x0)

) = pα1(x0)
· pα2(x0)

· . . . · pαk−1(x0)
pαk(x0)

= 0,

оскiльки pαk
= 0. Звiдси випливає, що

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) = 0.

Отже, якщо x не належить множинi (C[GLS, V ])cl, то x не належить спектру Sξ.

З 1) i 2) випливає, що спектр випадкової величини ξ є замиканням множини

C[GLS, V ] = {x : x = ∆GLS
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N}.

�
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Як показано вище, множина ∆GLS
∞ = [0, 1] \ Sξ може бути порожньою, скiнченною,

зчисленною та континуальною.

Якщо ∆GLS
∞ порожня, скiнченна або зчисленна, то спектр Sξ є самоподiбною або N

-самоподiбною множиною i вiдрiзняється вiд множин C[Q∞, V ] i C[QGLS , V ] не бiльш

як зчисленною кiлькiстю точок. У такому випадку можна застосувати результати

роздiлу 2 й отримати вiдповiднi твердження стосовно розмiрностi спектра Sξ.

Нехай V := {i : pi > 0}.

Теорема 7. Якщо множина ∆GLS
∞ не бiльш як зчисленна, то для довiльного

GLS− розкладу породженого стохастичним вектором Q∞ розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича спектра розподiлу випадкової величини ξ з незалежними однаково роз-

подiленими GLS -символами обчислюється наступним чином.

1) Якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 має корiнь α0 на [0, 1], то

dimH Sξ = α0.

2) Якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH Sξ = lim
k→∞

αk,

де αk−корiнь рiвняння
∑

i∈Vk
qxi = 1, Vk = V ∩ {1, 2, ..., k}.

Доведення. У статтi [4] показано, що якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 має корiнь α0 на

[0, 1], то

dimH(C[GLS, V ]) = α0

i якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH(C[GLS, V ]) = lim
k→∞

αk,

де αk−корiнь рiвняння
∑

i∈Vk
qxi = 1, Vk = V ∩ {1, 2, ..., k}. У теоремi 6 доведено, що

Sξ = (C[GLS, V ])cl.

Таким чином,

dimH Sξ = dimH(C[GLS, V ]) = α0,

де α0 корiнь рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1, i

dimH Sξ = dimH(C[GLS, V ]) = lim
k→∞

αk,

якщо рiвняння
∑

i∈V q
x
i = 1 не має коренiв на [0, 1]. �

Зауваження 2. Використовуючи мiркування з роботи [4] нескладно показати, що

для довiльного GLS-розкладу породженого стохастичним вектором Q∞ розмiр-

нiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра розподiлу випадкової величини ξ з незалежни-

ми однаково розподiленими GLS-символами обчислюється наступним чином.

dimH(Sξ) = sup{x :
∑

i:pi>0

qxi > 1}.
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Зауваження 3. Метод обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектрiв ви-

падкових величин з незалежними однаково розподiленими GLS-символами, який

запропонований в данiй статтi, дозволяє обчислювати розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича спектрiв розподiлiв випадкових величин з незалежними однаково розпо-

дiленими символами загального LM-розкладу(у цьому випадку множини C[LM, V ]

не є, взагалi кажучи, самоподiбними).

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдним проектом «Бага-

торiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр та його застосування» (МОН Укра-

їни).
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