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Н теории суммирования расходящихся рядов и ее приложе­

ниях логарифмические методы суммирования играют важную роль. 

Изучением этих методов занимались &). УЗогсОсйь, НоЛ.Давыдов,

,Х/. j j ' f u j u t o  , В.Л.Кауфман, /3 . C&cJce. , V. У с Ал. г. (isn.cut %

К.М.Слепенчук и др. В изучении логарифмических методов сумми­

рования значительное место занимают тауберовы теоремы» поэто­

му, естественно, им уделяется наибольшее внимание, к настоя­

щему времени получено немало результатов такого типа. Однако 

некоторые из этих результатов не являются окончательными, а 

другие доказаны при условиях, наложенных на всю суммируемую 

последовательность. Представляет несомненный научный интерес 

решение следующих задач:
I /  получить окончательные тауберовы теоремы для этих 

методов суммирования,
2 /  указать теоремы тауберова типа для случая, когда тау­

беровы условия налагаются на некоторую подпоследовательность

суммируемой последовательности.
Решению этих задач и посвящена наша работа.

2. Пусть дан ряд
во

/I/

комплексными членами

п=о ^
п  и частными суммами

( n  = o ,  t , * , - ) / 2 /

Говорят, что ряд / I /  или последовательность / 2 /  суммиру­

ется к числу полунепрерывным логарифмическим методом

или ( L )  -  методом ( / I / ,  стр . 108 )  и записывают

(2/t =  S ( L  )  ^  = S  ( L )  . если ряд
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ООz:Н*о - J ~  JC сходится мя £> < х <  L а

----/ п  tL2 L /7-^ - х  -  з/г̂ о /L+1 /V
/ -х?

Веля £ =г 
/г.-- ск> /г •S , /4/

где
if -  - *

^  yiTT" ( / г^ Р , 1уЛу
\

At g/t(rt.+ei') '> / 5/

то говорят, что ряд / I /  или последовательность / 2 /  суммирует­

ся к числу S дискретным логарифмическим методом или ( & )  ~ 
методой ( а /, отр. 82 )  и записывают 2 1  й  = & ( € )  

шш €im. £ - S(<f) /
п  -*• оо гь к '

£сли выражение, стоящее под знаком предела в соотноше­

ния / 3 / ,  ограничено для всех JC £ ( О; i J , то это обозна-

так: = 0 ( * ) ( L )  и™ s r O(i)(L) .
Аналогично, если последовательность средних дискретных лога­
рифмических / 5 /  ограничена, то это записывают в виде

со

'  О(х) ( € )  ИЛИ ~  0 ( £)  (  £ )

Методы (t->) и (£)  регулярны, т .е .  из сходимости
последовательности j 6/cj  к числу 5  следует и сумми­

руемость этой последовательности каждым из этих методов к 

числу S  ( /  2 / ,  стр . ?9 J  , Известно / 3 / ,  что (L ) -  ме­

тод сильнее метода Абеля-Пуассона, а  £ £  J -  метод сильнее 

метода средних арифметических. В работах / 3 /  и / 4 /  приведено 

ряд результатов, выясняющих более тонкую связь между этими 

методами. J  ~ метод эквивалентен методу Риоса
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( J & c ( / i t L )  i  j  t играющему важную роль в теории 

рядов Дирихле ^ /  I / ,  стр . 115 'j .

УС. J f / i - L y u c o  установил / 3 / ,  что ( L) -  метод 

не слабее ( С )  -  метода и привел примеры рядов, суммируемых

( L )  ~ методом, однако не суммируемых методом ( с )  • В случае, 

когда ^  о  ( / г  =0 , .  (L )  -  метод равносилен

( С )  -  методу (  /  5 / ,  теорема 2 )  . Существуют и другие 

достаточные условия для равносильности логарифмических методов 

( /  6 / ,  теор. 3-6  ; /  8 / ,  теорема 2 )  •' Однако большинство из 

этих теорем не являются окончательными, что следует из приве­

денных ниже результатов главы I .

Глава I посвящена в основном выяснению условии, достаточ­

ных для равносильности ( L )  и ( £  )  методов, В § I этой 

главы рассматривается вспомагательный метод суммирования (<4с),  

который является произведением метода Абеля-Пуассона на ( £ )  ~ 

метод. Показано, что метод ( A t )  включает ( L ) -  метод,

и 2 Г  CL =  S  ( £ )  » если ряд Z ~  &,ь суммируем

^ / 1  £ )  -  методом к числу .S и £/с : С помощью

этих лемм в § 2 и § 3 главы I доказаны спецущ ие теоремы.

Теорема I .  Если CL L ~ S ^ L  )  и последователь­

ность 6  , определяемая * равенством / 5 / ,  действитель­

ная и медленно убивает или комплексная и медленно колеблется,
ОЭ _ /  /7 \

то

< iZ i л

и ^ а
Теорема !:i. Если

сх з

п~Ъ а п =  S  ( L  )  и У  -  <s -и  { '<■
то z : a t = 3  ( € ) , где

/« * О

i '
п

= *
/  '

/

/  v-... * 1 - *  f t  + t

,г-
>■' * ( 

А '  i  1Jt «о



Из теоремы 3 в качестве ее следствия получаем известную 

теорему УЗ. УЗиУее 6 / ,  теор. 2 )  ; для того чтобы из

= S ( L )  следовало ^  а  = Л . необходимо/1-0 '  ̂ —7* /I
и достаточно, чтобы £ '  -  £  ° ~ o f  t ) I n  ■* ^  )

Теорема 4 . Для того, чтобы из _ Л  = S ( L /)
оо /г*3 ^

следовало у>_  3  (I. )  » необходимо и достаточно, чтобы

6о + s t +-  + &/г ~ о  ( и  С/г / г  J  .
Эта теорема содержит в себе теорему 4 3  Жс</ее. иь рабо- 

ты (6J; если = $ ( Q  и  V s, '  ■■ -  ^  -  А " ) .

то -  *(п■
/L

Теорема 5 . Пусть частные суммы S  ~  2 -  &  ряда
оо £*о *

^  <2 удовлетворяют условию
/ L . - r t

когда

л

/г-Т^Г ( ' V/i 'Sc )  — Z  >- -  «*-» ( 2" -t О }

Ксли Q ( t) ( L )  . то . ~ 0(&*п )  •

ксли &
'г -г? п Z ( L ) , ТО ? * ? а .  - л ^ , )! г*Л '/г Л

ftТеорема 6 . Пусть частные суммы .V -  (2. ряда
'( *с* j

У' Q  удовлетворяют условию i.

i. c ,'/t 1 л  
■"  ̂ "Ъ *1 ) > (. ?  ' о )
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когда &б/г&  
О г  / t

1 ( /  i. ■ —

Ксли <>!' и  = 0 ( i ) ( L )  . то <£ ^  Q ' t )
/ г о  '

Если 2 O  О-., -  О (/,) . TO 7*а/г l s - s  I < z
/ i z ’o '  / г ->00 , l

В частности, при - О  из теоремы 6 получаем извест­

ную теорему / J .  *'%:JU?ce, (  7 ) .
п

Теорема 8 . Пусть частные суммы £  = Q. ряда
/z £ТЬ кCr,J * О

у  П  удовлетворяют условию

£ >. - U Ог(/с + /)  ( п  *о, л
где / /  -  произвольное фиксированное положительное число.

&>ли О  •“ Л '/ ' / j  ) , то 2 l  & ,  ~ S  ( £ )  .
л - /l- = 0 /£" 1 '

Эта теорема обобирет известную теорему J l .  / •

. -  5 ( '  и «5/г  ^  ( ' с * о , ‘,£ , - .  )  •
со

есля 2 L
.оо

^  б ' -ТО

Оказывается, что теорема 8 в некотором смысле точная, а 

именно, слраяегяива

Теорема Г». Пусть положи тельные числа (Х/  ( / г  - О,

монотонно и сколь угодно медленно стремятся /с  + о о  Пр И

п - > о п  . Тогда существует последовятельноеть { }  такая ,

что & ’Л  4 ,  '  ° ( L  -> я ’ / I  г 0 ( и п 6 г я )  , однако 
эта последовательность не суммируется ( € . ) -  методом.

Результаты § 4 главы t тесно примыкают к теореме 8 а я в -* >
ляются существенными дополнениями последней. Сформулируем одну 

из теорем этого параграфа.

Теорема 10. Пусть £ /г ( г = о, все те члены

комплексной последовательности { s j  , которые удовлетворяют

-  7 -



условию /  S/Z( /  ^  + l )

при каком-нибудь
■/

и  >  О

следует 6 с / п  & -  & ( С  )  , если/ I  у '

. Тогда из & * гг & -  } ] ( / .  )/1 «. £тО / ̂

/ .Sа.с& / п  'р — ,__  ,
£  .0 0  г

= (?.

§ 5 главы I посвящен изучению связи между ( z i )  -  методом 

и методами ( £ ,  А )  и ( c , z ) £  , где [ С d )  -  произ­

ведение двух дискретных логарифмических методов суммирования, 

a (C ,d)l -  произведение метода ЧезЗро порядка , - »■*

на ( L  )  -  метод. Здесь доказаны такие теоремы.

Теорема 13. Если О й * г . £ ^ ~ £ ( / , )  и функция

/ £
ограничена внутри единичного круга, то

и & !> i £  = s ( ( c  i - l ) £ )  •Я - о о  f t  \ \  ' У /

Теорема 14. Если 5/6  ”  $ ( ( c , 2 >n) Q *  то

П -  » 1

<£ ~ £  )
/г -*~oo

Теорема 15. Существует последовательность ( f y i j  такая, 

что , однако эта последовательность

не суммируется ( L  )  -  методом.

Отметим тот интересный ф>акт, что если условие теоремы 13 

несколько ослабить, а именно, предположить функцию / '  ( )  

ограниченной внутри единичного круга за исключением окрестнос­
ти какой-нибудь точки ~к 1  единичной окружности, то 
утверждение теоремы 13 становится неверным.

-  8 -



3 . В работе / 9 /  Н.А.Давыдов ввел понятие ( € )  -  множест­

ва последовательности комплексных чисел и доказал одно свойство 

( € )  -  метода суммирования рядов, названного им - ( £  )  -  свой­

ством, из которого был получен ряд теорем тауберова типа для 

этого метода, обобщащих известные классические теоремы. Из 

другой его работы /1 0 /  следует тот факт, что это свойство ( £ ) -  

-  метода, вообще говоря, не переносится на ( Ь )  -  метод.

Естественно возникает вопрос, какое дополнительное условие надо 

наложить на ( L  )  -  метод суммирования, чтобы утверждение,

аналогичное ( € )  ̂ -  свойству ( tz  )  -  метода, было справед­

ливым и для ( L )  -  метода. Во второй главе мы указываем одно 

такое дополнительное условие, при выполнении которого упомяну­

тое выше ( £ )  -  свойство переносится и на ( L )  -  метод. 

Вместе с этим перенесены на такой (L> ) ~ метод и все теоре­

мы тауберова типа для ( С )  -  метода.

Для формулировки результатов этой главы нам понадобится 

следующее определение, принадлежащее Н.А.Давыдову / 9 / .

Пусть -  замкнутое выпуклое множество в комплексной

плоскости, отличное от всей комплексной плоскости, и пусть 

( 6  > О J -  замкнутая <£ -  окрестность мяожест- 

ва V  .

Множество У  называется ( * )  -  множеством после­

довательности комплексных чисел { '% /i j  • 0СЛИ ДОЯ любого 

<5 > О найдется число /?(<£) > 1  и такая последовательность 

отрезков А,.. ) чисел натурального

ряда, что

(- для п  <- / г  < />г  < / I
*  *  £ * i  >

-  9 -



Бесконечно удаленная точка комплексной плоскости называется 

■ ~ точкой последовательности j  &/г ]  . если сущест- 

ГТ ,иоло / I  ^  , последовательность отрезков / ,

‘ ^ ‘ ^  ■ ) чисел натурального ряда, а также

последовательность замкнутых выпуклых множеств ( / -  / У 

ягиващ дхся к бесконечно удаленной точке, такие, что 

СЛ'су 
* 7к

Л

ДЛЯ

Y - /

/У ■- / / / ' /

]

^  л ^ЛСи' 1 г,,'1ьность замкнутых выпуклых множеств ‘ ' •

'  )  с гнгивается к бесконечно удаленной точке,
если расстояние множестваiHa от точки г?- =<7 стремит­
ся к бесконечности при /->

^  рмулируем геиерь основную теорему второй главы.

Р мз 1ь. Грусть множество является (VY

множеством для последовательное™  6  -  частных
о р м р а д а ^ а ^  _ Еед,, J = Q  \ ' " „ сумма ряда

"  -> ' г ^  ограничена внутри круга /  <. /  .
ПРВ каком-нибудь ЛГ f  / Ъ ,  Л  _ „  g |  м ,  .

В качестве простиуыд следствий этой теоремы получен ряд 
теорем тауберова типа для / /  Iдал / ^  I _ метода. Например:

Теорема 18. Пусть поц
~ У-Л/ 7 ь Д" 4 РЯД ^  Сг/г . И пусть—V ~ * О JJ

а "■= для

Если
~  / ,  
%o a K - S ( L )  Y e

/i-п
пм  s  "

/г  /у/; я

' /•/

Л^о ' к  0 сумма ряда ^ /г *
ограничена внутри круга ^  ( ' / , ? .  jt?o | ^ 7

О

Y r  a  t z "п-о

-  10 -



, то £ с 'П  -  .S
ООири каком- нибудь X . £  /  О , i  ) 

где Пк  & *  /7 2 ^

Результата дайной работы докладывались и обсуждались на 

двух заседаниях семинара по теории функций при Институте 

математики АН К ’СР.

Основное содержание диссертации отражено в работах 

/ и /  -  / 14 /  .

; э •»

i

П -
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